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场 论 在 物理 ,. 力 尝 .电工 理论 .无 线 里 .化 学 、 牛 物 、 计 算 机 
科学 等 许多 科技 部 门 都 有 闫 广泛 的 应 用 ， 是 数学 物理 的 一 个 分 
pum 

场 论 是 研究 场 的 表征 量 的 变化 竺 性 及 其 数学 物理 结构 为 主 
E n esie. 

AP H B] ZEE AB EE S 3 Ee PE Ru ER e, JidE 
及 其 应 用 。 所 以 ， 在 安排 和 阐述 内 容 时 ， 就 想 在 理论 上 和 应 用 
方面 构成 一 个 体系 。 

革 此 ， 在 写作 过 程 中 注意 到 :1 在 基本 概念 方面 ， 和 希望 胖 
取 藤 能 表现 共 本 质 和 客观 属性 的 - :种 定 必 ,同时 讲 明 逮 辑 关系 、 
实际 背景 、 物 理解 释 与 合用 ;2) 理 论 推导 与 计算 ， 可 以 帮助 人 
们 正确 去 解释 和 认识 自然 现象 的 量变 关系 、 变 化 结果 、 预 测 未 
来 ， 通 过 对 每 一 命题 的 证 明和 列举 的 许多 例题 ， 希 望 能 从 不 同 
fB BE Bd iX — 5i: GO RE PELFR ERR HL 44] (ETE, BERAR 
述 各 个 领域 的 应 用 是 有 困难 的 ， 几 不 使 于 深入 。 所 局 ， 有 侧重 
地 选择 典型 现象 ， 通 过 模型 的 建立 ， 和 希望 能 请 明正 确 使 用 数学 
方法 ， 可 以 促进 达到 一 定 的 物理 日 的 ;(4) 便 于 和 白 学 ， 涉 及 的 到 
许多 数学 物理 知识 ， 几 乎 自给 自足 。 如 上 所 述 ,不 尽 全 面 ,但 这 
种 老 丰 和 儿 述 方式 也 许 还 是 -种 新 尝试 ， 有 待 进 一 步 改进 和 提 
PS. 
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$1 矢量 及 其 运算 


矢量 方法 ， 在 科学 技术 中 是 基础 性 的 数学 工具 。 

本 他， 简要 地 综述 矢量 的 运算 法 则 | 

Li 矢量 概念 ”矢量 是 与 数量 《 即 只 有 数值 大 小 的 量 ,又 
称 纯 量 或 标量 ) 不 同 的 一 种 量 ， 倒 如， 作用 力 、 物 体 运动 的 速 
谋 、 电 场 强度 、 磺 场 强度 等 ， 就 是 属于 这 样 的 量 . 

定义 ” 既 有 数值 大 小 又 有 确定 方向 的 量 ， 称 为 矢量 《或 向 


EO.HA, aHJHEBCEA, ASKER. 

矢量 在 几何 上 改 示 一 有 向 线段 ， 有 向 线段 的 起 点 P 和 终点 
M 分 别称 为 矢量 的 起 点 和 终点 ， 此 时 ， 记 4 = PMC 如 图 1 一 1)， 

矢量 和 4 数值 的 大 小 是 指 该 有 向 线段 的 长 度 ， 称 为 矢量 仿 的 
模 ， 记 为 |4 |. 所以， 矢量 的 模 是 一 个 非 负数 

当 矢量 的 模 为 1 时 , 则 该 矢量 称 为 单位 矢量 ， 当 矢量 的 模 为 
零 时 ， 则 该 矢量 称 为 零 矢 量 , 简 单 地 记 作 0: 显 然 , 零 矢量 的 起 点 
与 终点 重合 ， 其 方向 是 不 定 的 . 

设 ! 为 参 度量 ， 如 果 每 给 定 ! 的 一 个 数值 ,就 有 一 个 确定 的 
矢量 与 之 对 应 , 则 这 种 矢量 称 为 1 的 矢量 函数 ， 记 作 信 =A CD 

当 矢量 的 起 点 固定 时 ， 让 矢量 的 终点 变动 ， 则 终点 的 运动 
轨迹 , 称 为 矢量 的 锋 端 曲线 。 设 矢量 4 的 起 点 为 P, 终 点 为 M, 于 
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Hir 81-2 


1.2 XBIERGERE BRFK, b, c. RIMË 
Tous BRG, DZA 模 相 等 ， 
Pe =- b. rad, b mm. Bn. 
FETETYIS TE 之 和 ,是 以 6， 9 为 邻 边 ( 设 6 与 不 平行 )， 


AOFERHPZOÉABDC, WHARE 2. AD - | a F b ulia), 
这 称 为 矢量 其 法 的 平行 四 过 形 法 Wy]. TAS AC - BD = b. H 
AB 4 BD- a+b AD iZi FA hi Dl i 的 -三 人形 法 出 ， 
ERE a a 的 终点 作 - Ru ut 的 起 点 到 皇 的 终点 的 
有 向 线段 恒 是 9 + 台 。 另 知 从 量 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 ， 
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za ti b», 因此 ， 让 矢量 加 法 法 则 ， 可 以 得 到 矢量 减法 的 相 
应 法 则 : a,- b HA, HEFITEWJEABD'C, MIXITA ZR 
AD gus b (平行 四 边 形 法 则 )} Tk 8 MIREA 点 作 -- 矢 量 等 于 6， 
Widi5 (je s $1 a. a H9 5 SES ELE EE EU a a — b CnB 
Xf. kHahb5 HEM., 是 将 9， 上 5 平移 到 同一 起 点 ， 
Ea, 下 决定 的 平面 内 ， 一 矢量 的 正 向 绕 起 点 旋转 到 与 另 一 


量 的 正 加 重合 时 所 成 的 第 《如 图 1] 一 5)， 记 作 
9=(a, b) -(b, a), FM EKIN., 
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世 
f MR 
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M T NI 
图 1 一 5 


投影 ，a 在 5 上 的 投影 ， 是 a RIEL a 与 的 夹 角 8 的 
余弦 ， 记 作 (e i 或 Priioa , 即 ,Ca)s=|alcos9。 所 以 , Cas 
是 一 个 带 有 符号 的 数值 ， 它 的 绝对 值 ， 等 于 过 a 的 起 点 M 和 终 
AN, 4 WU PESE BEP D BREM, 与 6 的 交点 MIA N bl ff BR 
H KECE), EH, Pe 0 时 ,( a Dr= | al, afb B 
同方 向 ， 当 0<<8<< 亚 时 ， (u)s-20, S48 - xz 时 ，(a 7 二 0 当 8 


= Zi, (a5;- 9, ud b 37 «c0: mH, Cape] as 


a [ 5 RIA. 

SUO S REG a 的 乘积 Ma ， 其 中 六 0 的 常数 ， SAL “0 时 ， 
ka 与 9 方向 相同 ， Hla |= Aiaj; 当 二 0 时 ， ka Ha ;h png 
相反 ， Hika|- -A[a |, Eb, 

Mas b)-ha VE 
Hat XdEX dE a p EDGE dA, J Wi fy 


— 


q^ 
|a 

AP WRR o yo 的 点 积 (或 称 内 积 )， 是 4 ，5 的 模 与 
4, b ÓRURAGERURSU Wa 5, M a bela. 


| b 1cos 8， 它 是 一 个 数量 ， 记 以 ， 又 称 数量 积 ， i, 
en al Ty 
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易 知 ， 下 | 关系 让 成 D 


DONE E TE : a (交换 律 ) 
G “(Cb + ee Eg b ds qo 2《 分 配 律 ) 
Aca sb) QE NUT SA 


b 


} 


a-a-ja I 
叉 积 ， 两 矢量 9 与 8 的 又 积 (又 称 外 积 或 矢量 积 )， 记 作 避 
E ERETO, D EAGEBUFUDAI— A AE, CWE, 
AA a PET TUERI 《如 图 二 7)， Wig E n 
o - {a |] b |sinó, 
= = 2, E 35 
—€( [axo | 在 数 什 上 等 于 以 也， 台 为 邻 过 的 平行 四 边 
形 面 积 (如 图 1 一 7 ) a 8 E 的 充 要 条 件 为 了 x 6 =G MEFS 


ta 


b--axc, 


xc), &— T2, HD 0 0 0 
a*«(bxce)-la!|b5xcl|cos8 

Cg 是 4 与 9x。 的 夹 角 )， 不 难看 出 ， 这 个 数量 的 绝对 值 ,等 于 

Ua, 6, 为 棱 边 的 平行 六 面体 的 体积 (如 图 1 一 5)。 2,5, 

c 共 面 的 充 要 条 件 
{hxey=0, 

而 且 ， 了 下列 太志 成 立 000 DETECTOR 
a'.(bxc)-b»»(cxa)-c«(ax b), 
apta ys Ca x 53-0, | 

ZARB, RIAKO, b, cHUxPlax(Cbx 6), 

ATR Eo TUENEUB, FIRR: 


= -一 了 


ax(bx "DET bae. c)-c(a - 5, 


1.8. 闫 量 的 直角 坐标 表示 及 其 代数 运算 

M $1.1, $1.25], ELEGIR JEJE AE ULIS SER 
的 选择 无 关 的 ， 而 作为 几何 上 的 有 向 线段 来 运算。 这 样 ， 就 可 
根据 解决 问题 的 需要 ， 适 当选 择 坐 标 系 ， 以 使 矢量 方法 更 便于 
应 用 。 直角 玲 标 系 ， 是 最 党 见 、 最 基本 的 -种 学 标 系 。 

CO 矢量 在 各 角 坐标 系 下 的 表示 。 引 进 空间 直角 华 标 系 
OXYZ( 如 图 1 一 9)， 将 矢量 A 的 蝶 点 办 于 兴 标 原点 ,终点 置 于 另 
一 点 M， 则 4 - OM ， 这 样 ， 决 定 一 个 所 量 ， 就 相当 于 决定 笑 


+ 7 s. 


景 终点 的 位 置 ， 反 之 ,空间 任 - 后 也 可 以 确定 起 点 在 坐标 原点 ， 
而 终点 在 该 点 的 一 个 矢量 。 所 以 ， 空 间 点 对 与 矢量 ， OM, 是 一 
一 对 应 的 。 因 而 ， 把 M BUE dnCr.U.20. MARE OM i4 bs. 
We.B.Y I RA = OM 分 别 与 X,Y,Z 轴 正 启 的 夹 角 (如 

图 1 一 9)， 称 为 4 的 方 启 角 。 因为 

T = CA )x= A |cosa, 

y= A Jy= |A | cosg, 

z=(A)z= | A |cosy, m 
BRE, , KHA HERRI y, 2 X OON A 在 沧 宗 轴 方 向 上 的 投影 ,由 
F, A 的 方向 可 由 


COS g = ; 
lA 
Hu 
cos B — —.—, 
A | 
cos y = -一 过 图 1 一 9 
jA] 


来 确定 ， 从 而 ，eose，cos8，cosy 称 为 下 WO p dk. HRS 
Os c. B, SY. 


BR). i, kKApS)IX, Y, Zug E, 起 点 在 坐标 原点 
的 单位 矢量 《如 图 1 一 9)， 称 为 基本 单位 矢量 ， Wri, Yj, 


"^ à a — A bl 


zk 分 别称 为 4 在 X， Y，Z 思 上 的 分 矢量 。 由 矢量 的 加 法 法 则 ， 
易 知 


— 一 > 


A -ri gj tzk, 
EXCEROU ERA Bg AS ndi cXCEERAS EGO, PREA 


+ ù m F č 4 


A ms DUE E. 15 


由 两 点 距离 公式 ， 得 
VA] = “tt tH? SE 
FARSHE KA- AO, W 
AG) = (xQD uCO D}, 
FIGIEIREHGEETHIGETZIOG? 


显然 ， A C 的 关 端 册 线 ， 是 一 空间 上 曲线， 其 方程 为 


[= 
y= y), 
Lat, 


CO AX E a IOS SE Nil ABA AA BRIXEORGR. ER 
量 的 运算 ， 化 为 数量 (矢量 的 坐标 ?与 基 木 单位 矢量 的 运算 来 实 
X, 

AA = (m,y.z), du (riy zi}, b = [33.,Us,24)g MA 
难 推 得 下 列 常用 的 公 

G) ABD A. 


COS (t = 一 一 一 一 


cos B — 


xi gpapW d m = $ 
v^ y“ +t "EN cé 


my 


COS py ———————.. 
WA 二 Eiio 
d - 
(2) AA -— (Az, Ay. zl. 
(3) nop. dua dog. PELIS NES ATP 


n- F Le —M 
Zr.c = 对 ,M,C 如 图 1 一 107)， pto oun MURS US 
图 为 
- 一 一 一 —- 
M ,| M, - OM, —OM,-b-a 
S ue que Yisa zZ} 


从 而 不 管 天 量 的 起 UE TrEBAE p A es SE E ARRIR REI o 
一 般 地 ， A={A.,A.. A. ido A. ， A, LÀ, 表示 和 分 别 在 XX、 Y .Z f 


土 的 投影 。 在 科技 中 常 把 起 点 在 坐标 原点 、 终 点 为 另 一 扎 邮 的 


Xm. XR PARIMORE CR, WB 表示 。 
EN TM + 中 
(4) a». b-r,x,-u,tio9 2,2,5 
Eit, QM. +Z, Z, 
cos D -- L— ciu e 
wd deus wd: 


= COSE , COS , + COSB cosg, + cosy cosy, 
Hpo a, DRRR, «B, v. 1,222302 0, 0 BO 27 I] 
a L5 BS E SER TER 


Hio 显然 ， 
Du Ya 2, 2,0. 
O ” 若 4" 为 非 志 矢量 人 Ji ERA BEDAE. Wl 
PUT TEPTESTI zk 


TE +y? +z? 
—» 


—cosü i t cos j roos y K , 
costa c cos?B c cos?y - 1, JE ra ,8,7 为 所 的 方向 角 。 


Tu EB. 
A j k 
(6) a es E 4 x 
S3 Hı Za 
显然 ，a #5 的 充 要 条 件 ， 
TI UJ 74 
Eo du. ug 
注 合 ， 上 上 式 中 当 分 母 有 -为 堆 时 ， 这 条 件 的 形 让 失去 意义 ， 为 


WTH, We, = OI 时， 可 理解 为 zx; 让 等于零 。 


+ ]0 = 


— 
其 中 [^ zd NIU. E. 


1.4 矢量 的 分 析 运 算 

矢量 的 分 析 运 算 ， 在 这 里 指 的 是 矢量 丽 数 生 = A CO) WM 
分 ， 积分 运算 。 因为 

ACD = xCÉ d ETE j z(t} k, 

所 以 ， A (1) 的 分 煌 运算 ， ap 4623 S508 3 dt p CC BITE, ACD) 的 
坐标 函数 》 TGD, yD, ADAHA !gdkEGB y HE gi 
算 来 实现 . TPaugByibie., HAAG), CD, ZDAR 
HKR, MEA HE. 


+ 


(1) A COTE RERI SER ined , ENO 


dÁ j AA 
———-—- c l1Im 


dt dt -0 Ad : 


mH dA dx i dy 7 : dz ;* 


LA 是 一 个 矢量 ， 它 的 方向 是 全 GD 的 矢 端 曲线 在 M 处 的 切线 方 
癌 (指向 1 增 天 一 方 ) (如 图 1-_113， 模 


dA “TO SIM ES RX dri 
I MT AP CE ez" (1), 


s ff » 


d j.EICEL RD - E. Toa a : 
TE HiBy^DgadÉ E. CHIRO RAA BO HS, 


5 — ice 
S e +y" jj +z" k 


Ei R E R, 


4XrA - ACD PAR iA HRERS, UE RA 
动 的 切线 速度 


-> dA 
rr — 
y di * 

i d: A 

加 速度 W dti? a 

N A 

ACD 的 微分 由 1 一 11 
dA- AA grn = dget) T aa Py I j dzik " 


A 
lj (dt ont EE ^ 指向 相同 )， 


B 一 > ee 
id A | - (dz)? + (dy)? + (dz)! , 


值得 注意 的 是 ， dA: JE ACO dest PR M PRO TUA d Bp 
dA: dh FE, < 4dA = - di, 则 称 d! 为 弧 微分 失 量 ， 
d» s 


Q) ACD 的 不 定 积分 
facus E rac ydi = HET xit 十 E [zcodt ; 
(D 4 在 [a,6] 上 的 定 积分 ， 记 作 | Acodt Bo RR 
数 中 的 “分 割 、 求 和 、 取 极限 "的 方法 ， 定义 为 


Hs —- 
,ACUdI = lim € ADAT, 


- 和 
其 中 At;=t t, i-1,2,--n, t =a. = Nes 
: | [i * [17] b, Eee i 


tilh [At] = max LAZ. ME | i A CUI 三 | xcd 十 j 


J scit X Ped, R 435g. 


Bm, AGY = et bpesi^ -stk , og 


E 


A Hdt = i | eitdi + j idi -— k [siai " 


E xoi ba Dcus em Sa 
; 一 k rc 


= e 1 +7 E 


其 中 c 为 任意 党 估量 ， 


mo 


rdg e «| 5idt 


ü 


| Acbat = i | ede 


w 1 


id 2 cuiu. Du 
-gG'-Dicj-3k, 


ts [13 c 
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在 科学 技术 中 ， 常 使 用 " 算 符 "来 简化 变量 间 的 关系 式 的 表 
未 ， 微 分 并 子 台 是 其 中 最 第 网 的 一 种 。 规 定 ， 
UE EE 


Qu Qu dz 
d^ g” » 
v auct dy? Oz! 


TRH ERDRE TOLE SEd8LITO, gte“ del” a nabla”, 


= GE * 第 时 œ 


V UB Wr fico T OBL ERIS bLEE BER WO, 有 时 也 记 作 As 
V’, BÈIE dl EH”. MWR ATV, Dii tR E, V ETDE 
个 数 坚 ， 它 们 仅仅 是 运算 符号 ,因此 ， WR Z3 TEE. vikv* 只 有 作 
用 于 某 - 一 量 时 ， 才 能 作为 严重 或 数量 米 运算 ， 

HF = fay nD 是 一 个 数量 函数 ， F-F (r,y9,2) 是 空间 
HM G,uy,2) HERAN, AF (EX, Y, Z 轴 上 上 咏 投 影 ， 分 别 
*XF.-F.QG Fe= FC m). FS PIG, 2, HF = 
Fi +F,j RFSk, BHO4RF = {F,,F,,F,Y， Bf, PP, 
FF. 具有 一 Wi En SG, TE, HC XUUECIH BU EETE AR 
x. 

CO Yt 是 一 个 矢量 ， 寡 示 P 作 用 于 /而 把 看 作 拓 量 与 f 
BIER, BI 


md Lo d. 
stt. qoare. q ace p 
vj : pp dE 
- 9j 1 37 1 of k 
e QU dz 


MA. nf = 常数 计 ，YJ=0 。 


+ Jg + 


D vr 是 一 个 数量 ， 表 未 ?作用 于 F ,把 Y 看 你 尔 基 与 矢量 
F 的 点 积 , 接 两 矢量 的 点 积 进行 运算 , 即 
M stai coi. Aussi. PEE 

mr 23 HER ART gm BL ^, 

yF (i+ EL ) 


^ d a 


(Fi eF, P +F,k, 


2t qe cO Es goo 
Gc ay eu 
Lui OB. 十 RE Li ELM 
o oi ax 


显然 ， 当 YEKE, vF = 0. | 
CD VIF ETRE, XUOSVÓEBHDTE ,把 pv 看 作 人 矢量 与 
REF BT. EARRA LFE., BU 


7 = : ; pon K 
y xF ( 34 i + T j a k ) 


x (F.i +F, j +F. k) 


M Kx oU * 
常 记 作 
| 一 一 
| 4 j k 
yx Tue | ð 9 23. 


s 15 * 


Wi, XF 是 一 个 常 矢量 ， 则 PXF -0 。 
CD vje iaa ERV ENTI Ev AFAA S 
HRE, H 


S EN E T, 


gr? og! Oz 


Of Bof Ag 


gr? er es 
vifdmai CEA, 显然 ， 当 了 = 常数 时 ， vi fed 
CO VF 是 -个 和 失重， 表示 WV 作 HFF, Bv B EXEC 


LT S^ 2 pu 
VP -Vv?((F,i +F, -F.k» 
=ViF,i FF, + FF, k 
> ŅÎF 2E 
z (M a d pet E 


gr” ON Qa* 1 
4 ( oP, dF dP, Y 
* om OU Qa" " 
;/ ^F JF, Epoa 
十 D ue -g 4 一 站 Eos y ] $ 
05? ^ Oy ae 


V2F 有 有 时 也 沁 作 4F 。 


BAS GIEXRBJGE. VEV 作用 于 其 一 晶 时 ， 其 位 置 不 能 
EEH, A. 
vF Fy, 


HH Feye, i +r, j F.K) 


E- 


仍然 是 一 个 算 符 。 
$3 微 积分 的 芳 干 概念 
本 节 叙 述 微 积分 中 的 一 些 概念 、 术 语 与 公式 。 


3.1 上 曲线、 曲面 与 区 域 
光滑 曲线 是 指 具 有 连续 变化 切线 的 空间 有 曲线, 若 一 曲线 ， 
HARTER hR MEERA, GiiEdi ROO XE PROC AR. 


+ >e oc S a J 


tE ë + ë 4% S an 


法 线 正 向 ， 当 此 点 洗 昌 面 内 的 任 一 封闭 曲线 移动 时 ， 回 到 原来 
的 位 置 ， 法 线 仍 保持 原来 的 正方 向 。 因 此 ， 双 侧 曲 面 上 ， 基 一 
扎 的 法 线 方向 确定 了 ， 就 可 以 确定 其 它 任 一 点 的 法 线 方 向 ， 从 
而 ， 就 确定 曲面 的 一 蔬 。 所 以 ， 双 便 曲 而 ， 又 称 为 有 向 曲面 ， 
其 方向 ( 即 ， 赐 面 的 倒 )， 册 法 线 方向 来 确定 。 m 
对 于 闭 曲 面 5 例 如 球面 )， 规 定 ， 外 法 线 为 法 线 正 向 ， 外 侧 
为 正 侧 ， 内 全 为 负 油 《如 图 1 一 127?。 对 于 非 闭 ( 即 ， 开 曲面， 
若 曲面 片 的 方程 为 > —(m.10, Mug. Ee, cosy ^0) 为 正 
制 ， 下 侧 (6 即 ，cosy 过 0) 为 负 侧 5 如 图 1 一 13?; i HB A BIZ; RR 
为 9 = y Cr, 2) ,规定 , 右 山 (cos8- 0) AE Mj, 27 si CBI cos. — 0) 
为 负 侧 ; 车 曲面 片 的 方程 为 x = yz), Ax. Bf CHI, cose 
>A EW, f WE, coso-20) A fa fif, 其 中 cosa , cosg, cosy Jj 
ABA HARTE HERA N 18 E, diiz(x,u).yQr,2),r(y,2) 


a j7 * 


为 单 值 函 数 ， 行 刚 ， 将 它们 分 出 单 伸 支 ， 按 上 述 方法 定 铀 。 


es 


围 1 一 12 


全 1- 一 1 


ARR ”是 指 对 于 任 一 光滑 或 乏 段 光滑 曲线 ， 都 有 一个 
方 测 ， 选 定 一 个 方向 为 正 疝 ， 则 另 一 广 疝 战 为 员 癌 ， 同 时 ， 规 
E [f] £X, AG EU £X TE m] 5; dl £ EIE HR Bab: zw. fA, IFAH Cj 
称 升 ) 曲线 ChrBg1—140, ARAA B AI, BAB, 
a at A ee rath fuit ii 

与 观察 点 有 关 ， JRE, BEP WFE, MRTA II 2 E 


A 《如 图 1 一 15) M,M.MSM, , 腑 时 镍 方向 为 负 向 (如 图 1 一 15) 
M,M,M,M, 


E 1—14 图 1 一 15 图 1 一 I6 


曲线 与 曲面 正 向 联系 ”是 指 由 闭 曲 线 +， 及 其 所 髓 的 曲面 
之 /之 间 前 正 向 关系 规定 ， 当 一 个 人 站 在 1 上 ， 从 脚 到 头 的 方 
[8] , ZA HB TET 25 ^ IEEE EIE TET HD ^ E ALBI IER. d AG t 的 前 
进 方向 ,为 1 的 正 向 ,这 种 规定 , 称 为 * 4 TEM" Oug1—10. 
以 后 ， 我 们 常 说 ， 任 意 给 定 曲 线 、 佛 而 ， 指 的 就 是 具有 上 
RWE E, AMERRE, iu. 
» 18 。 


单 连通 区 域 XTCEHPDUR, VTE OR ME 3 D 
线 都 可 以 不 经 过 区 城 以 外 的 点 而 连续 地 收缩 成 一 点 ， 则 称 此 区 
域 是 音 连 通 的 。 对 于 室 间 区 域 ， 芭 区 域内 任 一 闭 曲面 ， 都 可 坟 
不 经 过 区 域外 的 点 ， 衔 连续 收缩 为 一 点 ， 则 该 区 域 称 为 (二 维 ) 
划 连 通 区 域 ， 以 后 叙述 中 涉及 到 的 区 域 ， 是 指 以 一 个 或 几 个 曲 
面 为 边界 的 昔 连 通 区 域 。 


3.2 积分 元 束 法 ”是 指 简化 积分 概念 中 的 “分 割 . 求 和 、 取 
极限 ”过 程 的 方法 . MERA 


二 
域 、 任 取 点 的 手续 ， 记 
dO =- pMYd Q 
称 积 分 元 素 ， 省 略 "* 求 和 、 取 极限 ?手续 ， 坦 接 写 出 积分 
Qs | canada ù 
M4 0 Té 4r— zx E R, d£) = dl, dif il; £ zn x , pij 
eo=| pidi 


ARMEA RRR, Ti! MASA. FARRE 
是 df 本 身 ， 而 是 吃 在 直角 上 坐标 轴 上 前 投影 ， Bar, 在 X 轴 上 的 投 
影 (dDx= dz， 则 


Ga | pda 
称 为 对 坐标 的 曲线 积分 ， 积 分 值 与 药方 向 有 关 ， 且 ;! 的 两 个 广 
则 之 间 差 一 个 符号 . 
引进 曲线 元 素 矢 量 dl ， Hidi = dl， 方向 为 1 的 切线 方向 。 


. j9 * 


TE N 
dz =: (dl »y  cosadi , 


Hohe kdi 与 X 轴 正 向 尖 第 ， 由 于 cose 是 带 符 号 的 ， 故 dz 的 符号 
由 找 线 的 方向 ( 即 cosa 的 符号 ?来 确定 ， 当选 定 ! 的 正方 向 时 ， 则 

| piM YE = | ip CM»cosadt, 
对 于 其 它 坐 标 轴 上 的 情况 类 似 考 虑 ， 卫 有 

dy = (dl yy = cosBdl , 

15 x (dl »z;-cosydi , 
BPA, vdd 分 别 与 Y，Z 轴 正 向 的 卖 角 , 从 而 有 

di = ddr, dy, dz} 

= {cosedi, cosPdl, cosydl}, 
其 中 cos&，coes8。cosy 为 [的 切线 的 方向 余 辣 。 因 上 比 ,考虑 对 坐标 
的 曲线 积分 时 ， 总 是 指定 曲线 的 方向 。 
车 给 定 1 的 方程 为 

XX). Y= Ht), z-—z(0Y 

ot 
则 曲线 积分 化 为 普通 定 积 分 


“h 
| end | e [CDs aco] 
(VEO. g + 2 Mt, 


B 
| PMYdr = | ESEO 


FERIR 25 8 ERE T OK ae bR A É 
MOX (E—cx dE E, dl -dS AAMER, HU 


Q = IE (Mas 


P 


r’ (Ddi, 
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HOVAETUHEN EL. BUR ANER. PARY 


By AEdSadkh. mpiédszkg Eb YERERE, pui. 3 
r&dS de XOY X€ iti e £x S5 T 8 (45) xor = drdy， 则 


Q= ffe (Modzdy 


称 为 对 沧 标 的 曲面 积分 ， 显 然 ， 积 分 值 与 了 的 侧 有 关 ， 两 侧 问 
差 一 个 符号 。 Nu " 
引进 曲面 元 素 矢 量 dS， 横 ,4S1 ds, Jos X rg uus 
£k qms 于 是 : 
drdy-- (CdS) ror = cosydS, 
其 中 Y 是 dS 与 Z 畏 正 向 的 夹 角 , 故 dxdy 的 符号 由 上 曲面 于 的 铀 (cosy 
的 符号 ) 来 确定 。 若 选取 将 的 正 姻 ， 则 


| L ( Mydxdy = | pOMDcosydS . 


T Y 
P 


对 于 其 它 坐 标 平 而 上 药 情 癌 类 伺 地 有 
dedz = (dS) go; = eos8ds , 
dydz = (dS) roz = CosudS , 
Br EUR 
dS = (dydz ,dxdz ddy} 
= (cosadS ,cosBdS , cosydS , 


其 中 cosw，cosp，cosyY 为 之 的 法 线 方向 余弦 ,在 考虑 对 坐标 的 曲 


旭 果 给 定 曲 商 交 的 方程 为 =- zzr ,而 了 在 XOY 平面 的 
投影 苇 城 为 中， 则 昌 而 积分 可 化 为 一 重 积分 


ffo CND dS - ile [26] 
D 


i 


* 2] * 


. 
d^z crm poor 
二 一 一- 


"m ; 
"A ETE ER 


JJectxtsdn = + ji JER 2G.) dedy 


ng 


规定 之 的 侗 后 ， 簿 导 也 就 确定 了 ， 之 二 项 取 正 号 。 
当 避 是 由 阔 曲 面 所 围 的 空间 区 域 时 ，d 2 -dV, dV 称 为 体 
积 元 素 ， 则 


Q- I [[ecoav 


称 为 三 重 积分 . 


3.3. 扳 积 分 中 值 公式 
微分 中 值 公式 1 BIO la, bI bE, G, AI, 
MA, D 内 至 少 存在 一 点 s， 使 得 | 
fO» ~ fta) « f' CE)(b - a5, 
或 
fro - Ax) Ar) = f(x, + 8Ar)Ax 
0«8—1, 
微分 中 和 值 公式 ? 设 1(z,y,z) ERR, |z—cr.berQ, du 
Yal Ar ,2 一 2ol 之 rs 上 具有 偏 导 数 ， 册 对 于 和 任何 1421 <r ， 
lAy| «ri, lAr rn, WA 
f Gr Az, t+ AN,s2o HAZI Í(rQ..U..24) 
= (Cro +0, AT, yo + AY, zo + Az)Ax 
+ fr EAL, Ya t OLAY, Zo, + AZJAY 
vfiOn HAE, Y, AY, ro + 0.A2)Az 
OA (i-1,2,3)5, 


= 22 c 


特别 ， 若 1(z gz) 在 R 上 处 处 有 3 35 9-9, gy 
C Pa 
AER PES Do — WE 
bodie iun 设 六 rz) 在 ap] 上 连续 ， 则 在 La,51 上 至 
po -fÆ b-a), 
积分 中 值 公式 2 WE fO, wg) dxdg WRBIESED bYkE£k. MÆ 
D EAr- €5. "0 使 得 
jl f, ydrdy = f(&, spo, 


立 表示 区 域 吕 的 面 科 、 
积分 中 值 公式 3 设 f(t，w，>) Etr TAR heG Lies, 
ME? kb- (5. Ma Cy 使 得 


Treo. Ys zXdV -f E, m, OV 
i^ 


VO E bk OQ Mim, 
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在 科技 中 常用 到 立体 角 的 概念 和 立体 前 的 计算 。 本 节 ， 我 
们 引进 立体 角 的 概念 ， 并 讨论 它 的 计算 方法 。 

立体 角 的 概念 

设 之 为 任 -一 空间 曲面 ,i xvii. rx, 
空间 -一 芒 P 为 项 点 , 作 一 锥 而 53， 则 和 由 S$ 和 于 所 围 的 空间 区 域 4， 
FRAAI GRBRALD 对 于 P 点 所 张 的 立体 角 〈 如 图 1 一 17?， 
EARRA G, EERW, W, SAWER F — BER i wj 
面积 @。， 称 为 所 述 立 体 角 是 的 大 小 。 选 定 曲面 于 的 一 侧 ， 若 其 


a 23 a 


&E1—1i8 


图 1 一 17 
法 线 方 向 是 向 普 与 P 点 相反 的 一 机， 则 规定 070, 洲 其 法 线 方 
加 是 向 做 P 的 ~-- 侧 ， 则 规定 0 之 0, 
下体 角 0 的 计算 了 到 Y 的 向 南 元 索 dS 及 其 内 一 把 对 ， 4 
PM -r, |r|or, 以 P 点 为 心 ，r 为 半径 ， 作 - -球面 外， 又 以 
dS) IR PA DDS, fE--iEI AS 〈 如 图 1 一 18)5 W, AS Moit 
下 小 块 面积 do, IAS AW T Bg 小 块 和 面积 为 


d e = dScos , 
X reo üt s refe. (5-7, dk 
dScos8 


do -— z 所 以 立体 前 口 ， 是 -个 出 而 积分 ; 


o= | ds 
a ronie fs ee (2.6) 


因此 ， 计 算 立 体 角 @， 就 是 计算 曲面 积分 (2.6)， 
特别 ， 之 为 一 闭 昌 夯 的 情况 下 ， 当 P 点 在 空 内 部 时 ， 袜 对 了 
点 扩张 立体 前 〔 如 网 1 一 197， 就 是 单位 球面 多 的 表面 积 ， 即 
(47， DSA, 
EE 
l-ir, SHM. 


. 2d > 


zu mr e 


f 


x pPYpWAMBR nigi: SpX 249€, Eu 因为 ， 
它们 对 PP 点 所 张 的 立体 依 @o，a， AMHR SAA NCTÓ 
DEK, EESE PPAR Hif, 

=n tm, =0 
当 P 点 在 光 上 时 ， 汪 为 及 在 P 点 的 切 平 面 将 单位 球 区 W 分 为 两 
半 《如 图 1 一 21)， 每 一 半球 的 表面 积 为 2X7， 语 请 对 P 成 前 谋 体 


füo- 2x, 


VERSUS EB EOSkdS. JLAREH E c 3RAIPDBS 
ERAR, STAARE ER BE dE BS OR BN. I 
多 自然 现象 都 具有 这 种 撑 加 性 ， 例 如 ， 多 个 点 电 疹 所 产生 的 总 
电位 ， 等 于 各 个 点 电 蓄 单 独 产 生 芍 出 位 的 总 和 ( 壬 加 )。 数 学 间 
题 的 线性 性 质 正 是 相应 物理 现象 服从 选 加 不 理 的 反 胰 。 所 以 ， 
在 解决 数学 中 的 线性 问题 时 ， 可 应 用 这 一 这 其 厌 理 。 


上 O25 4 


Soi 场 


本 童 ， 讨 论 场 的 概念 ， 研 究 场 的 囊 征 量 的 积分 性 质 及 场 积 
分 之 间 的 关系 。 


$1 上 场 的 概念 


场 的 数学 概念 ， 是 从 量 方面 去 描述 自然 现象 某 些 共同 特性 
的 例如， 不 均匀 物体 的 密度 ， 地 面 距 海平 面 的 高 度 ， 大 气 的 
温度 ,太阳 系 中 各 位 置 所 受到 的 引力 ,流动 液体 的 速度 等 现象 ， 
从 量 方面 去 看 ， 就 是 它们 所 占 的 空间 部 分 ， 每 一 点 都 对 应 一 个 
H, x ; XB XE 2E AEG. 

定义 ”车 在 空间 中 (或 空间 的 某 - -部 分 ) ,每 -点 都 对 应 -- 
个 确定 的 量 ， 列 称 该 空间 为 场 ， 当 空间 中 每 一 点 对 应 的 量 是 - - 
个 数量 ， 则 该 密 间 称 为 数量 场 ， 当 空间 中 每 一 点 对 应 的 其 是 矢 
量 时 ， 则 该 空间 称 为 矢量 场 。 

A35 8E X, 场 是 用 空间 的 点 函数 六 骨 征 的 ， 通 常 说 ， 给 
由 一 个 场 ， 就 是 指 给 出 该 空间 的 点 函数 ， 反 之 ， 若 给 出 空间 中 
某 一 点 函数 ， 就 是 给 出 一 个 场 ， 所 以 ， 在 数学 上 总 是 用 空间 的 
点 阵 数 表示 场 ， 因 而 ， 称 空间 的 点 应 数 为 场 的 表征 量 。 

数量 场 ， 是 用 空间 点 的 狼 昌 六 数 1 CM) KERK, EEM 
"BB BRA P. Hf-fG,y DRR, Hepe, y. z, EAMA 
b. 

矢量 场 ， 是 用 空间 点 的 矢量 函数 FM 来 圾 示 的 ， 在 直角 

1 265。 


BRAT, MF Ega QU. 2) RR. Bl 
F= Fi +F, j -F.k 
ped E, FJ. Enn moon BORM MARS, 
F.-FQG, Y, 2), F,= F£, g. 2), F.oF.Q y, 2) JE 
景 F 分 别 在 X， Y 'Z 轴 上 的 投 影 战 称 为 党 标 ， 是 点 的 数量 范 数 。 
由 此 可 见 ， 一 个 矢量 场 F， 是 由 三 个 数量 场 F.,，F,，F, 来 决定 
P. 

Prikigu. ERE HUE pI HEN TER Er le HETE B Bu Y. 
EHRM, Budd. A1395)95BEAUSEDBE,.UILET S R AR, 
ERRATE, IUE nu E DSONCHIZO. AUF MHE 
HE. HABE. Gii aZ ERN, Ha AAA MARE — 
4d HE. mue D EE»CXREIE, HEHE RRE Ga). 
在 实际 中 ， HIR MU M 又 是 笑 量 场 ， 这 是 由 场 的 
To FE TE Wi desk ng. 

nie 帮助 人 们 形象 地 了 解 场 及 其 性 
质 。 

CO 等 量 曾 ， 是 对 于 数量 场 乒 M)? 来 说 的 , 即 ， 凡 满足 方程 

fM)=e (2.1) 
的 点 的 全 体 组 成 的 曲面 ， 称 为 数量 场 1CM) 的 等 景 面 ， 其 中 6 为 
pe 称 为 等 量 面 方程 , CAMBRAI Gr gy 2) 

。 显 然 ， 数 量 场 在 它 的 等 量 商 上 上 ， 每 一 点 对 应 的 本 数值 都 
等 。 轩 为 数量 场 中 每 一 点 部 村 应 一 个 /和 戎 ,所 以 过 扬中 每 一 点 
只 能 有 一 个 等 民 面 和 营 坡 cc,，c:，… 上 时 ， 就 得 到 一 族 等 量 
TB, 因此 .我 们 可 以 用 一 族 AF ELTE. 来 描 综 数 基 场 的 几何 特征 ， 

(2) A, XCXADT/R BUS F ODRA, FEX iz, 
每 -一 点 MM 的 切线 全 M. WF fe M RUDI — N, DUE TESTE Eon 
A ES F ODRE (或 称 卫 线 ) Cu 2—1)5. 

«27 5 


7; TREER TERRA, dé MOr,u,20 为 卫 
线 上 人 尾 一 点 ， 则 该 点 的 天 径 


psp qu ox "n 

dr = (dx, dy, dz), px 
KF a Y TEAMA a T RM P T 
Wi 的 Ax: ht EP gr H2--1 
F = DP Eu pm Kd. 于 是 有 

de dy de 

Po P E (2.2) 


这 是 一 个 对 称 型 线性 方程 ， 称 为 了 线 的 微分 方程 。 在 (2.2) 中 
车 有 一 分 母 为 零 时 ， 可 理解 为 入 应 分 子 亦 为 零 。 从 C2.2) 中 可 
适当 选取 商 个 方程 ， 分 别 求 得 它们 的 到 解 为 
"perta uw ozom.)e. 
Ono M oS 
MJ (2.3) 就 是 所 求 的 下 线 方程 ,其 中 cy ,cs 为 任意 常数 。(2.3) 
是 一 族 空间 曲线 ， 当 给 定 场 中 一 点 好 的 初始 条 件 时 ， 则 可 确定 
—3& FEX. BT 以 ， 过 和 尔 量 场 中 每 一 点 内 有 一 条 矢 线 ， 且 这 不 同 
点 的 两 所 线 没有 公共 点 。 国 此 ， 秋 线 布 满 着 整个 和 拓 量 场 ， 从 而 
矢量 场 F 就 可 以 用 一 族 F 线 形象 地 加 以 指 徐 . 
例 1 a, y, D=z+y+z~-1, WEZH 中 ， 每 一 点 
都 对 应 于 f(x，y，2z) 一 个 确定 的 数 情 、 例 如 ，f{0，1，1)=1， 


f(Q2, 3, 5)=9, f(0, 0, 002 -1, J(0, 0, l-i 等 ， 
s £ 
故 以 A(z，y，2) 表征 的 空间 是 一 个 数量 场 ， 它 的 等 量 看 
fG, Us z) =Ë, 
BI x+y- z-1>c 
r+y--z=-(1+c0)=9, 
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AÉcEdu ABE. urea EORR. f Bs a me 
旅 五 性 平行 的 平面 【如 图 2 一 2?。 从 赂 形 可 以 看 到 ， 数 最 场 的 
FHH. ANA ED BDISAP- TAL BUR. 


B2 WP. d. 9p. WE 


wT rz v gë b y+? 
wH (0, 0, O 外 ， 每 - OBMEXEIE— AMARE, gi 如 ， 
F i i -| SEC. ot, F (1, 0, DESEP 
c 6 


v Rh 


TS, 0 428. AA FREH ZRA ORRUA RE. 


v 17 


王 线 微分 方程 为 


dz d 

a EE 
从 了 Q B 

pi d- fJ 站 


从 dz-0. [Rz -ca 于 是 ，F 线 力 程 
b 二 到 过 十 15 


^ ; 
x 一 "m ^ 


jk- dn: "— fiy XOY 坐标 平面 上 的 图 (如 图 2 一 3)， 


+» 25 >» 


图 中 为 ?>= 0 及 z= jh 平面 上 的 也 线 。 从 而 ， 下 线 使 人 们 对 矢量 场 
F 有 一 个 形象 的 感觉 ， 

例 3 ”电荷 周围 存在 一 种 特殊 物质 ， 这 种 物质 所 占 的 空间 
部 分 ， 称 为 了 电场， 在 电场 中 ， 每 -- 点 都 有 一 个 电场 强度 ， 记 作 


互 ， 是 一 个 矢量 ， 同 时 ， 每 一 点 也 有 一 个 电位 ， 记 作 Y， 是 一 


个 数量 。E 和 YV 是 电场 的 最 重要 的 表征 量 , 当 电场 用 表征 时 ， 
是 一 个 失 量 场 ， 称 电场 强度 场 ， 当 电场 用 VY 表征 时 ， 是 一 个 数 
量 场 ， 称 电位 场 。 所 以 ， 电 场 既 是 一 个 矢量 场 ， 又 是 一 个 数量 
场 。 | 

电场 强度 场 互 的 矢 线 ， 简 称 为 三 线 。 对 于 静电 场 ， 五 线 起 
于 正 电荷 ( 即 从 正 电 荷 发 射 )， 终 止 填 负 字 荷 ( 即 负电 荷 接收 ?， 
WE G-k ERTA. PAA, TPI EWR ERRA 
X. Web, BIEBA D-cD ,简称 电位 移 ， 其 中 
e 为 电容 率 。 也 的 锋线 ， 称 电位 移 线 GISDA DAURTH 
南 正 电荷 ， 终 止 于 自 南 负 电荷 ， 其 余 性 质 与 瑟 线 相同。 

电位 场 y 的 等 量 证， 称 为 等 电位 而 ， 其 方程 ，V(CM)? = ec ， 
在 直 钊 坐标 系 下 为 Y(r，2，z = c。 旺 然 ， 等 电位 面 二 每 一 点 
的 电位 都 相同 ， 

现在 研究 ， 点 电荷 产生 的 静电 场 ， 


其 中 下 二 {x y z} ras|r [svart +y +a, 
因为 


= 30 » 


qu |, qz 
YT amer? ! ^ — amer? ? 


qa: 
WC jer? 3 


则 ， 五 线 的 微分 方程 为 


de dy dr 
E. E," E," 
dy dy dz 
i zw x? 
dx — dy ; 
从 cuyo f v-0g-0; 
dy Iz 
从 0 解 得 ，y 一 Cc:z=0 dX 
MB 
U-c.z-0, 


为 所 求 的 互 线 方程 ， 是 一 族 从 原点 出 发 的 射线 〈 如 图 2 一 4)》 的 
虚线 ， 事 实 上 ， 就 是 假定 将 一 正 电 荷 置 于 坐标 原点 ， 该 电荷 所 
发 射出 去 的 互 线 ， 

电位 场 Y 的 等 电位 面 方程 为 


ME PM Rs 
ANE\ x? e y* ez? 70 5 


[b +yz (y, 


ATEC. 
c0, ÆL (0, 0, D 为 心 ， AI 为 半径 的 一 族 同 心 球面 


《如 画 2 一 4 的 实 线 。 
£54 Eia x E EB TEE — BPRBEERI T3. 
这 种 物质 所 占 的 空间 部 分 ， Bros giis. 磁场 本 身 是 一 个 矢量 场 ， 
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uz EgCGE SEG EB. TE EER 1 Ax MB CERIS S-- 
ESRI jo F mE YY. — Hi ER STEEL 而 H 


B= pH, Ibnu ApG, ad 4 
RETRE SARA, KAB S MANE HERA, 
简称 为 H 线 。 ERAP, BoA 线 ， 每 一 条 部 龙 环 绕 电 流 的 
闭合 由 线 ， 没 有 起 点 ， 世 没有 终点 ， 它 的 回转 方向 和 它 所 环 缆 
的 电流 方向 ， 按 “右手 定 则 ”联系 ， 而 且 与 册 合 电路 相 链 。 

ME, WMA “ 光 限 长 ” 直 电 流产 和 的 静 琅 场 ， 若 取 导 钱 为 
Z $i Wi 


— I — — 


ee a A a 


2AF 


其 中 工 为 通过 导线 的 电流 ， 7 为 场 扯 任 一 点 到 导 组 的 距离 。 因 
为 


解 之 得 ，H 线 方程 ; 
d 4y* 20,5, BE2—5 
= Cs , 
是 中 心 在 Z 办 由 平行 于 XOY 平面 的 一 族 阅 (图 2 一 5) 为 一 个 平 
Wi AH 2. 
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$2 场 的 积分 性 质 


ERRHERAMMEER. JREDERISEAE-— Dix CERE YETR, Bib 
Bd St PORA BS AAE E 
2.1 ABE ”是 表述 矢量 场 的 秋 线 ， 穿 过 某 一 曲面 的 “ 数 
月 ”多少 的 一 个 度量 值 ， 是 用 来 描述 矢量 场 在 某 一 区 域 上 的 一 
TUSCE TE HE 
如 设 F (CM) 为 一 流速 场 (假定 流体 是 稳定 流动 的 液体 , 即 液 
体 中 各 点 的 速度 只 与 该 点 的 位 加 有 关 而 与 时 间 无 关 。 其 密度 为 
AO. BAD cRiUkDL EHE F- 《FP,，F,,F,}, 在 单位 时 间 内 
流 过 场 中 某 一 曲面 习 正 侧 的 流量 
Cu 2—6), 
为 此 ， 在 于 上 取 曲 面 元 素 d5 
及 其 内 一 点 M, 风流 过 d5 的 流量 ， 
就 近似 地 等 于 
dQ = | F (CM) 'cosOds, 
其 中 8 是 流速 矢量 FljakdduMhedn 《〈 设 为 单位 矢量 ) 
的 灾 角 。 从 面 ， 在 单位 时 间 内 流体 流 过 > 正 但 的 流 景 8 ， 就 可 
JS Slim. Hn 
Q- [|I P cose ds 
= ii š a dS = [F : ds 
POGERGEPTET WVEROSOIR CON HGOGYAITUESUM)P MB” 《〈 即 流 
BD. 
所 以 ， 一 般 有 如 下 定义 。 


定义 ”矢量 场 F dex E CHUA 
->  —— 
p- ||F . dS (2.4) 


称 为 矢量 场 P 穿 过 卫 指 定 侧 的 夭 通 量 ， 或 者 形象 地 称 为 F AGE 
xLINBESNG] “WMA” 
在 空间 直角 坐标 系 下 ， 因 为 
he 
J = {dydz, dzdz, dxdy) 
= (cosad5, cosBdS, cosydS), 
WC. DAEN 


P= | |F-avaz + F dzdz + Fidady (2.4—1) 
= lk F.cosa + P,cosB + Fcosyyds 2.4—2) 


Xtrheose, cosg, cosy A XA 3E 3518 n d£ JS P AGAR, DIEM. 
CPX TIT METTI 


o, = fF dS (2.5) 


因此 ,计算 F 的 矢 通 量 或 者 计算 F 线 穿 过 曲面 了 的 “数目 ”， 
就 是 计算 F 在 了 上 的 间 面 积分 (2.4)。 这 样 ,我 们 在 实际 中 ， 就 
是 用 这 个 积分 数值 按 绝对 值 》 的 大 小 ， 来 度量 和 撩 线 穿 过 对 的 
“数目 "的 多 少 、 通 量 的 大 小 ， 

"do»oM, JORAASUIEBUENISERDG SPON. UR 
矢 线 朝 习 的 负 并 穿 过 来 ， 当中 ~ 0, XGRICAUATERHDADS SERE 
来 的 “ 数 月 ”相等 《但 并 不 意味 着 必 有 F = 0)。 营 习 为 一 闭 曲 
Mi, WP DIERRE A 所 转 的 区 域内 向 号外 侧 穿 出 去 ， 
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d.-0 3i RURIUAIS BIE E AMF QU IX RRIÉUL, 
把 区 域 Q 称 为 发 射 【《 当 四 0 时 ) mEEUD Oue.—0mp Af 
EWKA. b= 0 了 时， 表示 如 既 不 接收 也 不 发 射 疼 线 , 此 时 称 
Q 为 无 源 区 域 。 所 以 , 矢 通 量 中 ,是 猎 述 场 中 某 区 域内 源 的 性 质 
的 一 个 数量 。 

如 上 上 所 述 ， 所 谓 计 算 尖 线 的 数 日 ， 就 是 计算 矢 通 重 这 种 积 
分 值 ， 作 为 度量 矢 线 的 多 少 及 其 去 身 的 标 度 。 

例 5 GRF edm, p. DAGER: Oxo, O«y 
<o, Ox, HDI ARE. 

M xu 


P,- Qr *ds 二 JN + yd x dz + zd x dy 


其 中 之 下 由 六 个 平面 2， 61,2, 628 REPE 17 Ui HA CORRER 
2—1».W H, X.G-mDd4HXG-0,f:XOYG-0XZOX (y 
= PACAJ RERA E YiGoON. 
(z= 0)， 在 YOZ 及 ZOX 平 面 上 的 投影 面积 为 


P RH sa 
-» = 
f rdydz = p 


xaydz-— |Jzavaz Pad 
Ir 


all 


H2—7 


,Jj | adiydz- s Odydz = a*, 
Pyardz = o, fraray =a", 


ù 


同 理 可 得 


[^1 d$, -dbF -dS-3a*, 


I 
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ibm, FERSAN, duoc ut. 
从 上 述 结 时 可 逢 ， 由 平行 六 面体 卫 所 朵 的 区 域 ， 是 有 源 区 
Hh. UH. FOAHMPa-i1 (bj. P.- 3)， 比 楼 边 e= 二 (此 


Bi, D, 20 的 六 面体 内 所 发 射 的 矢 红 要 多 八 售 。 


WRF = {9s B, a3}, a0, i-1, 2, 3, EARE, 


显然 
doa ayaz E | ja auaz -Ł lla. dida 


+ 


= aa 一 | | a, dydz 
i ü a H Lh 


= {, 
同时 dha.azdz - ;Pasaray 一 站。 


z 


ik P, = Or .as=0. 


BRR IAD, 0, FARRER 而且， 不 管 这 个 六 
面体 多 大 或 多 小 (甚至 对 于 任 闭 曲面 ), WIS MAER, D, 
=0 所 以 ， 出 卫 所 图 的 区 城 ， 是 无 滨 区 城 。 

2.2” 笑 通 最 的 物理 意义 ” 若 F OLXDCU VDHUR MER ELE, RU 
失 沽 量 是 共有 不 同 物理 意义 的 启 ， 是 厂 述 场 在 茶 区 域内 ， 源 的 
物理 特性 的 工具 ， 

ERRA H, F-E, ml 


d.- fg - dS 


mg R "a IL mm 9 M Met es mid 
WROSQE Xünt, BRE S *plBgEH.S PD. W 


" $6 = 


qo, 一 ||p a. dS 


MADR ED AGI OPERE. F-H, i 
Bu= ||H -aS 


KARAR, MERTA: AF-B, W 
d -[[5 B ds 


HABER, MB App X DÉCH. 

对 于 静 磁 场 ， 设 之 是 场 中 任 - Bing. HTA D 来 
的 B 通 量 是 正 的 ， 而 穿 入 亿 内 的 B 通 景 是 负 的 ， 但 它们 的 绝对 
RE nE T XB] 25 RE — AB: zbimit5eH4gizkE, MED TEXIÍE—HB] 
BESAR 通 量 为 零 ， 即 


dq, -= f B a dS m D C2 a 6) 


gH. HGBRHPXACE, Hp 


P= dpa * dS = t, 


-iiit KAE T WREÉIS — DERRE —— AME ARR 
Mob. [EAER AEEA Lk AEO A BE I XE AE 
THET ARAR, H A RITE ERNCGO WRS R — E 
观 属性 。 

对 于 藤 电 场 ， 一 般 研 没有 这 一 -特性 了 .我 们 首先 考虑 ,点 电 
4S ERE TRE JE a Te FELT x Hof Hm one R udi, 


—r -uF 


or 
ATer3 ? 


. 37> 


具 点 电荷 在 花 一 球面 二 5045 0:'-a py Chnlsz—8). Tit 
从 球面 穿 出 去 的 E XE 


"EA dh — AS = -一 - 
ATE U F 

C LM 
Area? E" 


Hl2—R 


事实 上 ， 芒 并 是 任 一 财 曲 面 时 ， 铺 为 并 外 催 ， 对 点 由 认 9 所 张 
HJE pAr, BN 


Pe == q dh A «dS = q * AUT am 
qae rl ATE E 


天 之 办 有 任 辣 多 个 点 电荷 ， 因 为 如 外 仙 ， 对 第 一 点 电 薪 ， 上 式 
Ha Hii db PH. up 


n e 1 
Pr- dE ara A d 


其 中 4= Da ERSAT RE E ER, 

其 次 ， 考 号 电荷 连续 分 布 的 情形 。 邵 设 电 荷 连续 分 布 在 由 
任 一 闲 曲 面 , 所 围 的 空间 区 域 9 内 .为 了 求 得 中 :和 以 后 的 使 用 ， 
我 们 引进 电荷 体 密 度 的 概念 ， 单 位 体积 内 的 电信 量 ， 称 为 电荷 
平均 体 密度 ， 记 作 p = 分， 而 


lim 24 - 


AAA [n AV =P, 


p 称 为 M 点 的 电荷 体 密度 ， 其 中 4Y 0, 才 示 体积 AY， 以 任意 广 
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Xie Ait o — AM, TE., RINER S KIRARI, CP — AM. 
ZÉ Eu EIIERGVpgupHiumpP Rh. Tri PTEMA, "mu EGAL 
pdY Moi, gi foU EEE TONBE AAE, 再 由 三 重 积 分 
BEI. Du 

"ETT 


Joke o vn io, mie EIR oiu [ oay 称 为 
E d£ o SOBRE. 
从 上 述 ， 对 守 融 电场 的 讨论 ， 得 出 一 个 重要 的 结论 ， 在 表 


电场 中 ， 穿 过 任 一 闭 上 出 面 立 的 互通 量 ， 等 于 由 了 所 围 的 区 域 Q 
Pi) Mob Ren fn, B 


o, -dpg -as- 2, (2.7) 
4 E 
其 中 区 下 外 侧 。(C2.7) 在 电学 中 , 称 为 高 斯 定律 。 这 一 结果 表述 
了 静电 场 的 有 源 性 ， 即 在 静电 场 中 ， 任 一 个 有 电荷 的 区 域 都 是 
有 源 区 域 ， 源 就 是 该 区 域 的 电荷 ， 源 的 强 弱 就 是 该 区 域内 的 总 
电荷 量 的 大 小 。 换 名 话说 ， 在 这 样 的 区 域内 ， 由 正 电荷 发 射 或 
由 负电 药 接 收 己 线 的 数目 ， 等 于 该 区 域内 。 总 电荷 量 4 的 工 倍 。 
从 而 ， 也 说 明了 询 电 场 与 静 梯 场 在 源 方 面 的 基本 区 别 ， 但 是 ， 
在 静电 场 中 ， 如 果 在 菜 一 区 域内 ， 没 有 电荷 《或 电荷 在 区 域外 
部 ), 则 该 区 域 是 一 个 无 源 区 域 ， 例 如 ， 一 点 电荷 在 茶 一 闭 曲 面 
所 围 的 区 域 的 外 部 ， 则 该 地面 对 于 该 点 电荷 ， 所 张 的 立体 角 为 
F, AT, 
o, = jp5 sas eB. 


^ j9 + 


MAKBER, 

Aie, BARERA ERARE, AKA 
理 矢 最 场 ， 在 某 一 区 域内 ， 源 的 物理 属性 。 

2.3 ERR ARARA -Wh GEETA 
g-a AE JEHDEUR ^c m fet — in it h 
一 种 数量 TE M n 

A BF CM 229—J] 8, Da 35— R CLER 29) o 
MURM TEJIF ROTER, WERZA- N 
所 作 的 功 。 RUN 

为 此 ， 取 ;的 曲线 元 素 焉 及 其 上 一 点 M， 

则 当 质 点 运动 经 过 时,F 所作 的 功 就 近似 地 
EF 


dW = |F (M) |cosêdl, mey 
其 中 9 是 F GUEM SIRET GEAMA REO RE PESE fü. 
A TM AR Ded; — t, F PERN pm gi £g BLA op do, i 
W = 中 dw = $u Ly (M) :cosüdi 


apb Te Pr e 


所 以 ， 一 般 地 有 如 下 定 尺 。 
XX HGB CM irre rp 36 e h TRU PR BLA 


prd (2.8) 
称 为 矢量 场 严 OD EET Il 2 1 d xe 27 I] ES AE P5 RR CRIE SD. 
在 直角 坐标 系 下 ， 畴 为 
em F,, P: 


* jÜ * 


di- (dr, du, dz, 
= [cosadl, cosBdi, cosydi, 


MCG. D n] [e 29 
oo 中 F dx + Fdy + Fdz (2,8—1) 
| 
L- 中 (F,cosa + F cosg - F.cosy) dl (2.8—-25 


其 中 cosa，cosB，cosy Rh RR UU AE 7 r 药方 向 余弦 , 并 取 1 的 
弧 长 增加 芍 方 向 为 的 正高, 与 1 的 方向 - : 致 。 
因此 ， 计 算 矢 量 场 F 的 旋转 量 . 就 是 计算 FP 沿 闭 路 的 曲线 
积分 (2.8)。 当 这 个 积分 代为 零 时 ， 称 F 在 ! 上 是 有 旋 的 。 所 以 ， 
旋转 量 是 描述 矢量 场 F ,在 某 -- 闭 间 线 上 旋 的 性 质 的 -个 数量 ， 
Me REAMME HE- F hic, l 
L=, y—gto, aee 
MAARA) yO RES EI BO OO yb) 时 ， 重 力 所 作 的 功 。 
Me ”下 二 作用 在 质点 上 的 重力 FE = {0,mg}, 故 所 作 的 功 


W = -di - [maa 
= 'mgy! codt =m mgrugcb) 一 Ba) i 
HRR, MR E E MTS 
a 只 与 4.3 位 置 有 关 , 面 与 运动 路 线 无 关 ， 
Bu. Exin 性 一 闭路 再 问 到 原 米 位 置 时 ， 
重力 所 作 的 功 ( 基 许 转 量 ) 为 零 ， TET 
例 7 RRE F = {r v, x) 沿 圆周 代 如 图 2 一 10)，Zz? 
ti =+?，Z=2， 正 向 的 旋转 量 ， | 
N HW. 在 i 上 每 一 点 M ; AMPE (M) = (x, uU.z], H 


* d} œ 


—— 


Ig poxw qu e 


OX YEM 点 的 切线 工 的 下 向 ，5F 的 到 前 上 9- 工 ， 故 ,旋转 量 


了 .= 中 F di = 中 .Ficosüdl = 0, 


BD F f USE EEEE, 
例 8 RREI F -(c.u.2), 沿 折线 L:1OMIMzMsO (如 
Hj2--11) Wi, HE PLAoS a, Kue, % — O£H Hk. 
EO Biti, FIRLAR H 
W= ) F.di 


z 
| M, 
ü y 
M, 
/ M, t 
En 
ma—11 $2—12 


fio 设 菜 一 后 点 (如 刚体 质点 ) M， 以 等 第 速度 @ = (., 
ws, Dt, ZZ a t, T= datos, Yasini, z-24El]E 45i 


. J} a 


Aj. GRBRGAM HEREJE v PITT 

解 in ) 从 怠 的 正 疝 观察 质点 M， Md pre) ep y [8] 
旋转 的 ， 设 OM so ro-qx.ch [nor 因为 M 的 轨迹 是 贺 
同 ， 而 加 的 准 答 a = 1M7 M], BP 3 eM El pR BIE a E 2 4 
8 5 ipe fü m pb TP S &r 与 的 来 角 为 0 则 半点 的 快慢 
hs ne f t v 的 方向 与 9 和 7 都 重 直 ， Hm" 
Adr T M; Th A x T. du .-— $ v v edi di = È co. 
~ OU + lox -oady + oy 0,2) dz = | ( — 20 asint 
~ 2m,acosí +o g Ydt = 2ra 0, 
由 此 可 知 ， 型 ,与 角速度 有 关 。 00 

2.4 旋转 量 的 物理 意义 FETUARI, 
Waea THARE., ZEGEiIBISTESX:— PBRgHpzE E, 
h£Bg43 SE TRPEBJTH., 

TOM, 车 下 是 E1357]. Wi 


ER P, F.dl, 
JU F RERUM SE JI PEE RE —R., DRR o 
如 果 1 不 是 闲 曲 线 , EXE — ELHALOLM,M,, MEE RES ALALM 移 
动 到 Ms 所 作 的 功 为 线 积分 :| ~ Ed 
CET IU ME RE TIME MEX: 
量 及 其 位 置 有 关 。 从 而 ， 将 一 电荷 泊 任 一 闭 曲 线 移 动 一 周 时 ， 


返 加 到 原来 位 置 ， 电 场 能 量 也 设 有 变化 ， 内 能 其 守恒 关 系 ， 此 
前 ， 电 场 力 作 的 功 为 零 ， 即 


W= $, Fedi =0, 
若 设 被 移动 的 点 电 葡 为 4 ， 则 它 在 电场 强度 百 处 ， 所 受 的 电场 


» 45> 


JZ2F-q'E, VE, 
ECCO 
Ww = E«*di-0; 
I 
因而 We- 中 E-di=0, 


Bp 在 静电 场 中 ，EE 沿 任 一 闭 若 线 的 旋转 车 为 零 。 这 一 结论 ， 
表述 了 静电 场 一 个 重要 的 特性 一 一 无 庆 性 ,就 是 说 ,静电 场 瑟 ， 
在 场 中 任 -- 闭 曲线 上 是 无 旋 的 . 

例 10 WAT YET SEES CU IHE REUS. cR HIE TR 
f RR. =D ysyd ro Gy ai Kb, MAM C (0, 
uCa), zCa)) fE 3) SIM EO, yO, z CDM] e JE I 

E Boi PAMI. y, z) kb fir i HAE CAS PESE AE J JJ , 
由 库仑 定律 知 F- Er, Hir = heyz). 


p? 


— — F ^E 


rp L IHI 4. 2z* 
于 是 有 W= g| y Em r «di = | e r Uu di 


"PE x? 4g? 4. zÀ 35/2 


I a p dr? x [^ : dr 1 | l. — -A| 
p rr í 4| ria 2 5 r(a) r(5) Ml 


其 中 fr =r) = ry 
M, M PM LPS PE RE. 

这 结果 表明 ， 静 电场 并 功 ， 只 和 与 单位 电 茶 运动 的 起 点 、 终 
AAK., MABAK., FUA. EA HHE i R 
位 置 时 静电 场 作 的 功 为 零 。 

对 于 静 磁 场 ，-- 般 就 没有 这 一 特 福 了 。 我 们 首先 考察 产生 
磁场 的 电流 在 某 一 导线 中 流 过 的 情形 。 设 “无 根 长 ” ERER 


4), rca), r) Ay 9 JE 


—(- PoErj 
TT Cy j9), 


ERRER AAD 沿 着 什 - -再 线 1 (平行 了 XOY 平 而 的 回国 ? 
下 向 的 旋转 其 


M uz Hedi = b ( H cosudl 
/ 了 


-中 dl = d 2xF — I, 
D TF 


: 2XFr 


nom 


其 中 8 为 Ht 的 切线 Tt HERA dd. 
M us = $. B di = Hl, 

-" Jea EH gh WDNELBIAE RLR E ER, SUYESEJIQENOA. 

Bla pit- piel) ER, 其 中 Eat Cim E2—135, 


A. fiih -ie [RE 定律 Al. HIRI EL, Prr E hI 
中 ， 任 A M E RERA nE B A 


B H 了 | 3h dL X s 
Am T r? 
— — , 一 了 — 
r AILI RRAM IR TE, (rien PIE, BENER 
wa= 中 了 了 .df =- 中 DE dL = 一 | di, 
I AE Ft Fit F 


-一 > 


由 矢量 性 质 ， Co a T wdi, «diit, bl 
dL, dl X tib PER TR IUE ITI RE. Odds dL di, i 
i, HM 点 移动 dL 时 ， 相应 地 工 平 移 dl， THE diibB33pA y Ii 


EEM, idfEpGS. 3e frr fe e ds 为 ds 的 面积 元 素 矢 量 ,由 立 
体 角 的 被 念 知 ，d5 对 于 MM 点 所 张 的 立体 角 : 


-— 3 


do, = TdS, 
Eit, dS*p Mj, Paki DE fido 9 


+ 45 >. 


da = $ dos 
以 而 ES 中 B «di = He dO, 


RAFAMRRED— M, LXPTMSCHRU o H 知 为 
$ do» 1a, a 

w= 中 B «di = ul, C) 
当 ! 与 L 不 相 链 时 ， 显 然 中 do-o, i 


WD Bdil = 0., 
JI 


如 果 在 空间 中 ,有 任 疙 多 个 电流 回路 :因为 对 于 每 一 回路 ,(*》 
式 都 成 立 ， 由 迁 册 原理 ， 则 有 


W= 中 B di -uF I, = ul, 


其 中 I= > 了 是 任意 多 个 回路 的 总 纪 流 。 


其 次 ， 我 们 考虑 ， 产 生 磁 场 的 电流 ， 不 是 在 一 个 或 儿 个 导 
fep. Tad did idt — v ua RU AU S ud CARE. 为 
TRER UL P f: Hj, 9| E Fa iL 195 HE AK E I US DRCGE SR ECT 
电流 流动 方向 的 单位 而 积 上 电流 量 ， 称 为 电流 平均 密度 ， 记 作 


QROPAS--0, Xem m pLAS, 以 任意 方式 收缩 成 一 点 M)，5 称 
为 电流 在 MM 点 的 《 面 ) 密 度 ， 并 规定 失 量 5 ,| 6 | =6, 方 向 为 电 


* dJ c 


ADA H ih Fo ot Hid cd. TE RIDRI Hi 


面 元 素 d5， RI EM Cil 2—14) 3 


这 样 , 流 过 d5 gusi$ E. WELA 
dI = ócoseds 


= 6 ds, m3--14 
HopeX m^ EMAER”, 530 By. EE, WT 
pL OUUE ELI EM A8 E SE pI ERI DAE. 从 而 就 化 为 
ERSA EIA. Baa gBicrng m, Bu 
We = 中 B. di di-u[[s 6 -dS sk, 


其 中 [= [[ .代为 流 过 曲面 对/ 的 总 电流 量 ; 同时 ,也 是 6 穿 过 
J 


多 1 的 矢 通 量 。 

从 上 述 ， 对 于 静 磁 场 的 讨论 ， 得 出 一 个 重要 的 结论 ， Tui 
磁场 中 ，8 沿 着 场 中 ， 任 一 闭 曲线 ! 的 施 转 项， 等 于 电流 流 过 
与 [ 相 链 的 载 流 导 线 回路 或 流 过 曲面 车 的 总 电流 量 1 的 & f, Dp 

w= h B «di = uH 


7» BIS gr= 中 H.di-1, 
上 式 三 物理 中 ， 称 为 全 电流 定律 《或 称 安培 定律 )。 这 一 结果 才 


ETARA DE Me BUS B. 任 一 朵 曲线 ! 是 有 旋 的 ， 
旋转 量 就 是 与 ! 相 链 的 载 流 回路 或 流 过 曲面 吕 的 电流 量 ， 旋 的 
BEARER AMEKAA. A., ERN TERUS AE LITE 
旋 方 面 的 基本 区 别 。 但 是， 若 £3 rai IDEE M ' 没有 电 
流 流 过 村， 则 易 知 

Wp= È, B di - $9, 


+ o d47 œ 


所 以 ， 道 过 旋转 量 的 计算 ， 使 我 们 能 从 量 上 去 判断 和 获得 
PRA i 15 0c 3: Ph 23, EX qa R8 HE. 


53 场 积分 之 问 的 关系 


T5119 18 4r S 38 EE XB RAA BOWL EE Zn BI ESJ OS SR IS 
=P ERRIRE HUETAR RRDA 
Pe 77 ifi E02 13:08 FREE LE tT E. 

我 们 在 $ 2-p Bp PREYR BJ PEORES EA BREA, EA BRE 
究 提供 了 物理 模型 ， 

3.1 和 撩 通 量 与 三 重 积分 关系 

定理 2.1 RRR F ={F,,F,, FO, F, F, F E LE— 36 
iH HEIN EAIA HAKEE OQ pg, 4p—ErniESR[SEREÉE. Mi 


dp Fase [[[v «Fav. (2.9) 
"T -A 


ADA BOWREDAGEL HN GARAWA. RI 


Wp, VP QE. 0. 
a oy g? 

IE ” 设 马 与 毕 标 轴 平 行 的 直线 ， 

至 多 交 于 两 点 ,并 将 导 分 为 二 部 分 ;~ ，， 
X. niB2—15 .它们 的 方程 分 别 为 


=Z, r.y}, 


z= zZz, (e, y). 
Bi, QGyEXOYOEmi WIAEEEDC SEDED. DA 
fe ferdy = | |F daxdy + | | P dd 


= j| LF CT HZ) a F.Qr.y,z.)J]dxdy 
L 


= jÈ + 


X 1s Oas jz dzdude = dade] € jd: 


= | LECE, yz, — FG, y, 2) drdy 
ak Tf( 35a rdudz = fj F dxd n (2.9—1) 
Ej REA EN 
Q £ 
同 理 可 得 
由 Edzdz | | | Ob drdydzs (2.9-2) 
Uo d QU 
$ Fdydx = | | | Oz drdydz, (2.9—23) 
9 J1 Or 


(2.9—15 + (2,9—2) + C2, 3—3), BEETS (2.95, 
定理 2. 1 说明， 对 于 矢 手 场 F， 存 看 一 ACH v Fs 而 
H, FRESARI RAR. 就 等 于 下 在 全 内 的 三 重 积分 。 这 
FÉ. AGE BEIDE, X 就 可 以 简化 为 三 重 积分 的 计算 。 所 以 ， 把 
(2.9) 中 的 三 重 积分 ， 称 为 下 在 驴 四 的 通 量 容量 或 称 源 容量 ， 


就 十 分 自然 了 。 对 于 静电 场 已 ， 它 所 产生 的 数量 场 ， 就 是 密度 
Ho. 而 通 量 容量 ， 就 是 互 在 Q 内 的 电荷 量 〈 和 参见 8 2.3) 

Re ee 了 息 定 卫 与 坐标 轴 平 行 的 直线 
S XGA. Eu, wupupWRD BE O2 m A T T 
> 
多 两 个 ， 分 别 在 这 些 部 分 区 域内 应 用 (2.9), 就 可 证 得 在 整个 区 
域名 上 上 ， 奥 高 公式 仍然 成 立 ， 

扩 果 呈 不 是 (二 维 ) 单 连通 区 域 ( 如 区 域 有 有 * 洞 " 的 情形 )， 在 
应 用 上 也 要 考 蝶 这 种 有 " 测 " 的 区 城 ， 用 一 闭 曲 画 立 包围 这 个 
"X3", WO HI PS PR hifi 4g S Er ES CR EM (2 90 4 


#4 49 ^ 


Qr -Fa = [ilv FdV, (2,9—4) 
"m p 2 


H.E FB uii ri Hoe o. do CC 880 Jf EGET Ie , 83H C2: 0 Br n E 8 
(2 .9 一 4)， 其 中 设立 在 六 的 外 但 了 不 相交 ， 

Ea, ERU BEYSUEHH EYE ÓGRBb SLT RJERE PAUSA 
成 立 。 

例 11 x F-(z, v“ ERES: Osca, OsU« 
G, QIK RR a E, 

E AAF =x, P-y, F,=2? 

aF, aF, oF, ms 


£221] -2 一 1 c ET. v. F-3L 
OZ 


所 以 ， pF. &-[j | dV = | | adv - 3«*, 
OS pa 


与 例 5 比较 ， O— M 奥 高 公式 计算 拓 通 量 ， 
通常 比较 简单 ， 但 应 注意 满足 定理 中 的 条 件 ， 

pi12 由 点 虽 荷 产生 的 静电 场 已 (参见 8 2.2) ,2: 48 7 BP 
BUE Bn. WV ESEXPALA FE ga LEE — H E qe] 23 En] AC ORE t 


o. (Eds 5. 
Jj &£ 


但 这 一 结果 ， 并 不 能 应 用 定理 2,1 得 到 ; 因为 由 了 所 国 的 区 域 
2 ， 和 包含 坐标 原点 ,而 E:，E,，EF: 在 原点 是 没有 定义 的 ,不 潢 足 
定理 的 条 件 . ee a A817 I, ER CB p radi 


在 这 个 区 域 的 外 部 )， = {E,，、FE.，E.) 满 足 定理 的 条 忻 ， 上 是 
aE Ai een 
ER Acer r5 7" 


OE. g/l SB 
Oy  Amxer? : 


由 50 » 


所 以 。 veE-0, 从 而 


Dr — d B «ds = jJ odV — 0, 


这 一 讨 竺 结果 表明 ， 没 有 电荷 的 区 域 是 王 通 量 (或 通 量 容量 ) 为 
零 的 无 源 区 域 . 

3.2 施 转 量 与 矢 通 量 关系 

引 理 ” 设 = {F.,PFy} 为 平面 矢量 场 ，B.,F, 在 平面 光滑 BH 
曲线 C 上 及 其 所 围 的 平面 区 域 D 内 (如 图 
2—16), Hof —EpXESEB EXER WIR 
D EAE 


pra. | [s -25 cdd. 


A rBCAmiDu es: 这 个 公式 ,来 
示 平 而 曲线 积分 与 二 重 积 分 的 关系 。 

HEBA ” 设 吕 的 过 界 曲线 BITTERT RE EdcF 
两 点 。 先 考虑 将 C 分 为 两 部 分 C,,C,， 其 方程 分 别 为 y= (7x)， 
y= asrab, 由 一 里 积分 的 计算 ， 


| oF:grdy = | drl 9P eq 
k aU a 3 


e iial d; N 


x: | | (F.[r,UQnl-F, ry €Q)]idz; 
Xa i RE TEST: 


jr dz | Fd -HH j Fdz 
c Ti 2n 


z | ] UP xy, QD - Fox, p, 1)dz 


* 51 >» 


PNG 由 —drdy- 一 Pras, 


同 埋 可 得 
f[9 usa H— n Fydy, 
oT ~, 


PIRLAR. BBIB RAI. 
1382.2. DEAS P ={F.,F F}, P UF E 在任 一 光 
iB PE ARI E, BAS XL EET SW RC B BILE. RA eT E 
续 偏 导数; 则 
中 F Padis lvo F «d$, (2.10) 


这 个 公式 ， 称 为 斯 托 克 司 公式 ， 其 中 ,1 与 呈正 向 联系 : VX 


| 


[3F, OF, Dv. Ob OF 3F.]. 


ly BR" às òr’? Ox» ou] 
WEBB 谈 工 ”与 平行 于 xz AKER, Err A, D 

方程 为 z=2fKr m 取 上 侧 , 与 人 7 正 向 联系 ,它们 在 XOT 

平面 上 的 投影 则 线 为 C， 投 影 区 域 为 口 帮 与 C 正 向 联系 (如 图 2 一 

17), Hi 25 3S IRE ds = (dudz, dazdr, ddy}, WR B AEW, 

cosq，cosB，cosy 是 与 此 和 侧 和 相应 的 法 方向 

ARA, M f 


əz , cose dz ,  cosá 
ox cosy ' JH cosy ^ | 

: i IE 
u PAMJE EXOY, XOZ j 

HAUGH yE K 为 drdy = COS rds, " i 
cdzdr- cosids, Bi 


dezdn- -- dh xd; Hs d 2 [E 7—17 


= 57 + 


| 9P. dx dy - OE degz - Hes M dF. oz )dzdy 
g 9! dz zs cH dz ày 


= [[( 5G S 560: 2 € z(x.y)) 95 usd, 
i JY Óz 


ny 


X E pradr= F, ERRORI DEEN 


AAH, 1 
中 FG, Y, z(,u)) dx 


IM 


ag 
n 


pecus en 
Oy 


n 


" gP.cr, YZE, H) D em 
dz Qu 
Mta $3 dá 
E 中 Fdz [|-Sasdty - : n: Əl drdz, (2.10—1) 
| MET 
IR] EE 8j üF 
E f F.d,- | dyd 一 OF yoga (2.10—2) 
\ MET Or 
TR 中 Fdz- | | or. dzdx — OF. dedy, (2.10—35 
F - 2 or au 


E E 8E SRI BUTS C2 105. 

2 说 明 ， 了 FR RIA F & (— X WES x F. m 
"hee WE. RESTY FI EWERAN. X, 
oo 


* 53 » 


对 于 静 购 场 于 ， 它 所 产生 的 矢量 场 就 是 电流 密度 矢量 场 5 (2 
1 :2.0, BE Hn i$duE— HB ALIE IS GE EE E, 就 是 6 穿 
og: DEEST RO A 里 流 流 过 之 Aii (总 电流 量 )， 

在 定理 2.2 由 ,亲王 ={F,,F,) 为 平面 矢量 场 ， 1 为 XOY 平 面 
(i) Pd f eR. 台 " 为 以 ! 为 边界 的 平面 区 域 D, 则 格林 公式 可 写作 


pr. jv x x F «dS 


而 为 D 的 面积 元 素 矢 量 ， 因此 ， 格 条 公式 是 斯 托 克 司 公 式 的 特 
fh. 
例 13 HERAF -= {y,2,r}, OE FIRA Hi zy 
=G rEg Ez QMALOXBIIEISUR A RE EA i Bode 5n. 
S 《如 图 2 一 18》 因为 "是 平面 
rfo-5surz-—ü 
ER, ELO 3 SER RKR, XUL; NL 
ERRA, WI EWER, iX, 
YZ% iE [5] 35 fpe B v1g a 8. i, 
可 算出 


cose — cosB — cosy = lar, 
v 2 图 2 一 18 

又 因为 Fey. FO-c, F.-c, W 

elg aF. _ dF 

EUN ds Gz a a h 

F aF. JE 

Dudi, I ego ORE LU 

da dT dy 


T.V x Paien =y nds 
ur E FE Yu n] Ze3Xa 
TEM 


$T uns IL — cosa — cos8 — cosy ds 
i E 


dS - e TI 


3.3 REED, = 0 的 条 件 
定理 2.3 设 F={F,,F,,F,}，F.，F,，F, 在 单 连通 区 域 
内， 有 一 阶 连 续 偏 时 数 ， 则 下 列 三 条 件 等 价 ， 
CD fro PE — HB BR IRE, 
2, - dF- d$ o, 
(25 ESAE- dai ^, 
p= || F- ds 
与 曲面 了 人 的 形状 无 美 ， 而 只 与 对 7 的 边界 曲线 i 及 其 方向 有 关 ; 
CO 在 中 内 每 - -点 ， 有 
v，F =0. 
HEBA 《17->(2) 4 OOB SE, YE O AER PH nh EL, DL 3g 
Xr, dEopmciemupgm x. Y", 市 且 与 1 正 向 联系 (如 图 
2 一 19) .i E^ fff daj5g v7. gu 


[£u - [frs 


+ od T" cR T 
= | | E. ds+ |l Fsds = 和 FrdS:-0, À, 
E z” sype 
EN E —ig 
Bn | F «ds - || Fd ? pe 


HOD ow. 
(227-023)... 3702 成 立 ， 如 果 在 内， 有 划一 点 也 使 得 
* 后 与 " 


yF: 0, D pi jE T R RRE bk PE, ic Qo p .IpBLPR A OR X: — 
球面 了 及 其 所 图 的 区 域 G ALEZ. AAG 


[fv - Fav>o, 
dvd TWM, d 


dp rds. 
E 


将 习 分 为 两 个 半球 习 上 4， 了， 而 且 与 它们 的 边 办 ! 正 向 联系 ， 
则 得 


pt s [7.8 


Hu, MOON. 
(G2O—OD. EOR :ENBZ.1, M CD) meon. GER 


定理 2.3 说 明 , Jc REUS P yatp E — Hi B CLA 通 De 
= OWARE REBUBI TE Ab MEA — e AEG 
EARE. MAT. BITHE E OMNE D = 0 的 各 种 
准则 . 

例 14 判断 下 列 矢 量 场 F， 穿 过 场 任 一 出 曲面 卫 的 秋 通 量 
Py, ERAF: 

(1) 五 -fy 


—* 
(25 F -(a,z—u,9g, Gay- a Z, &, y- 4,2} 


解 CI) H AFS, F, -- Y, bp: = z} 
oF aF, — QF. 

E c ceu a 
dx aH ğe 


LI 


Msg B2. a5 


do, a pT 


TE EOS P. EI E—-MRKRI, WEFR. BA, 
RAR D= || FASHA ihm X 的 形状 及 其 边界 都 有 关 了 了 
(EUR BJ 5 )。 
(2) AA 
P.-a,z—ü8,H, 


F,-a,x—a,z, 


aF. s Fy — OF. EUM 0 
ÒT dy EE j 
故 V. Fo-0, 


所 以 ， 矢 量 场 王 在 场 中 任 一 闭 区 域内 是 无 源 的 。 显 然 ， 由 奥 高 
AR. SPEAN 


D, = F- ds - 0. 


r 


与 习 的 形状 无 关 。 
pits 研究 二 电流 产生 的 静 磁 场 
H= yi trj) 


TER 8 [8] FE] EX DELE E AP b ES ht ofa un Xu. PRERA 
oH, FS 2Ixu ðH,  — 2iry oH, 


Or 2mw*' oy 25: E 


所 以 V-H - 4, 


àz 
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DUMNEETZESI TIE TI GR It 
dbn-ds-o. 但 当 忆 及 其 所 围 的 区 域 包含 原点 时 ， 不 能 应 用 定 


2.3, 

khi, 4082.2: b ie ub LXUP REOR YER PEE AE 
B, MEHN. 

3.4 旋转 量 为 零 的 条 件 

4382.4 HF {Fu Fp, Pa), FeFo, Fo, EAERAKO 
FH. HAMER SOM WFAA RE g a 

《1》 F} g Ap — HHR g ete 

E. pF . dt = Ô, 


(2) Fit QR [E —MHARSLER M. MMR 
PA F à di 
与 积分 路 线 光 关 ， 而 只 与 路 线 的 起 点 、 终 点 有 关 , 这 种 线 积 人 好， 
常 记 作 | F 二 
CD iLONTCTYCHMAU (, v, D ， 使 得 它 药 金 微分 ， 
dU: Fo dl =F dx -+ Fdy + Fdz; 
3X HÉBURQERU (Ge, v. 2), RARES F 的 位 函数 〈 或 称 势 函 
So. 
(4) TE 9 A RE — 有 有 
v XxF- (0, 
证 明 (O02. F (DRL, E QN EHRBE AAM.LM, 并 
JE 9 P ERP gib 2x 98. 
e 0 070 um mee 
M,PM. M,OM(CIIEI2-—10, TJ, 


. 58 。 


p. 


je T p ii E — F NET 


Mf, D HT 
d T sal tiom F «di 
K OM, 


Je F d = Q 
MEM QI 


(2) Sn EOR TES MER EAM Ea, Yos Zo), 
ER -x-pAMG, s, 2a MF AM AMERS, JEM jr 
J£. [fé p EC 1 E 


Uiz, y, Ds] Fedl, 


SPMAESU AARAM (rc Ac, s, 2MN. PCT eS PER WE J 
X. MEAM SM IRL FEE UT DLE GAM, FÆ 


M, — 一 M 一 — 
AU —- U'(M,) UCM) 一 | F .dtl— | F «it 
JM, JM. 


BE yaAcupHuBRse4R4., $(ERISBHBMSIT M,mpBAPEE Hx X0 RE E 
MM ,日 全 部 落 在 如 内 又 因为 各 到 Mf 时 ，y，z 为 常数 ， 


Y -> —- ri 1 EEAS 
AU = | Padi =] | Pon dA 33035 
应 用 积分 中 值 定理 ， 得 
AU = Fz + 0r, Y, DAr, iy 
AT] eL BAr ` 
JE fime .. gus ent em. M, Am. 


ron iL " £0 FA s 


= F(x, sU, 2) 


EH Eoi EE: - POT, I. Zla 

Or 
hi ZB AJ LE 

" | 

ES =F Cr, Y, Z) $= E.G. Y, ZX 
Ed 为 du ..9U q,,.9U q,, oU 

os OU ü ds za 

D dU = F edi 


Bp (3) mur. 
(3) — CO 。 若 (3) 成 立 ， 即 drr - F .di, wj 


F, = aU + F, = ELE l| F, e aU 
dx A ` gz ” 


因此 “BF aU oF, aU 
ðY  ğzðy’ az ðyàz 


根据 GU  / gU 


EX ðyaz* 


F, aE, 
" àF, _ OF, 


ày ðZ E 


" m 9F. op . OF, ar 
间 理 可 得 -5 ag S 
从 而 yxF-0 
《4 一 (1)。 替 (了 D 成 立 ， 即 xF=0， 则 对 于 在 内 的 任 一 
HR CB BEL LI ROLL RLOXGWS BEBE ESO, .H. 25" 5 UE ja] RE X , H 
WILE a ao. RA 
I, = PF «ai - e. 
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x 


BICO gir. ERER., 

zE SBH2.4[DUL HH, c EI F gra H [E— e gh SR Rd BO. -0 
EE RHEE BUlPBSCB* — DEPO. EBA IERI 
3i PE. Mum oes mis F sed Y, = =0 的 各 种 淮 
pi. 

现在 ， 我 们 讨论 位 函数 U 的 求法 ， 

由 于 定理 2.4 的 条 件 是 等 价 的， 所 以 对 于 矢量 场 F 只 要 应 
足 定理 的 条 征 (》 一 C4) 中 之 一 ， 就 在 在 位 员 数 VU。 因为 


AT — —- 


U (3, M, 2) 一 | F « dl A 
NEA 


积分 与 积分 路 线 无 关 ; 其 中 定点 为 M。 
(Xo Ho, Zo) HAAMO, y, 2), 
TERN., Ef PAS gd 
MoM ,M.M， 作为 积分 路 线 (如 图 2 一 


- TEMM Es y= 二 Yo Z= Z, prn 加 ?一 21 
is - 1i. gy = s 在 MiM, E? = 2p E dz = Ù, dz = 0, TE M,M 


Ebdr=0, dyu-0. 册 此 可 得 


U(z, dU, z)—-U(x, Yos ZIIN P.C, Hyp? Zo)dz 
+| F (x,y,z dy 


+ | Fc gu, odz, 
N (2.11—1) 
这 样 ， 就 把 求 的 位 函数 忆 的 问题 化 为 计算 普通 定 积 分 〈2.11 
-一 1 的 呵 题 了 | 
应 该 经 党 注意， 并 不 是 任 一 天 量 场 E ,都 有 位 冰 数 UU， 当 日 
仅 当 下 满足 定理 2.4 的 等 价 条 件 之 一 时 ， 才 存在 位 函数 避 也 
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有 在 这 种 情况 下 ， 才 能 应 用 公式 (2.11 一 1} 计 算 U。 计 算 中， 
R 可 使 计算 简化 ;选取 不 同 的 起 点 Mo， 算得 的 
立 函 数 之 问 共 差 一 个 常数 。 这 是 因 为 ， 当 dLU= F edi tj, yhj 
d(U + c)- F «di, 
所 以 ，D -czk XS FOBQDrERSM, GEnccHÍEIUEDH. Ai, [ud 
dr — Bx n] 36 Jy RAS 
UTZIH 25 M F >» di TCI (2.11—2)5 


JM, 
XiT, "UM = Mo 时 ， 从 上 式 担 c =U (Œ, Ya, 2,0. BEDA, 
计算 FF 从 M6 到 M 的 线 积分 ， 可 简单 地 吉水 为 


| B^ adit: | dU SUCI) - UCM), (2.11—3) 


下 面 我 们 讨论 的 位 B SEU — TB n RS TEM . RE UG. y ,2) 
AER. GiTmPEESUST S Him 
Ucr, Dy Ry ME U, Z2) 6, 
HEM’ MADARAT EEH ERA, A (2.11—3) 
得 


A -x 
» F «di -UCM,S -U(Mi)-c,-c,,  (2.11—4D 


RIER, RERU RESIA ARA Je Hi 下 所 取 的 
REUME SE. AREER RA DLE AER DEOR 
XC s). B 

例 16 HE FIRR F 在 场 中 任 一 闭 曲线 ! 上 的 旋转 量 


ERNE: 
(20 F={r, p, zh 


(2) F -ia,z—8,u, a,z-—a,2, d,g-a,r] 
BN CI 外 | AF. t, Jj dp F.= zr 


PN 
aV az 
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èF x à F i 


popu MEE LEE 0 3 
gg CHE 
AB. aF, 
eu al 2 


M Ely x Te ü. 
从 定理 2.4， 往 


ur. - 中 F : eit — 04 


BEP iaf RiR EIERE. Mog. Fo xpfudm XU (x, y, 
z)， 岂 公式 (2.11 一 1)， 得 


Ur, y, WY Fed! 


42i0.0,01] 


x J xr 
NN f. a 
三 | ra + | DN) | zuz 
REC sod "E 
cuG ge 


PE FRIBOHIEEERU S I tete ct) ec, HEN 


o: 
数 . 


ey 


西 为 5 的 等 基 面 是 中 心 在 原点 的 一 旅 球面 。 设 MM， ， ?fa 分 
别 为 U 的 等 量 面 ， 
9 上 的 任意 后 ， 则 由 公式 (2,11 
—4)0, $85 


Mr 一 和 一 
| F «di -9—4-5, 


VxPFP -(2a,, 20,, 204) X0 


© Áf s 


HH, a, fa, Qas 不 同时 为 : Np. Db. 到 在 场 中 任 一 
ARRIE Abd. 下 当然 也 就 不 存在 位 国 数 ， 
例 17 AE for Po "E RU S 1 og 
Nc 
drer?  ' 


作为 空间 太 晴 数 ， 在 您 标 原 点 ， 起 没有 定 闵 的 。 因此， 除 原 点 
ES! 


Er. dE d [ror NESI ] 


Ou OF ATE "E sce us 
JE, åE, E d | - 3 - ( —3 DEL | 
TUTT 5 p - " 
Óz Qux ATE ; rE 


GE. ob, | 3g | Z ry  ( —àzu h 
àz Qu ATE y? f 


Mis, VXE-O. HEPA, EdEACEDBBORBUDGOBRUJ, HDI 
一 闭路 ! 的 旋转 量 


中 E «di = 0. 


HESI RERE DRENA E2. 4R — 结论 ， fH 
出 S2.4pnE a PE— Pi Fir) ege R25] AR. EEG EE 
一 六 曲线 上 是 无 旋 的 ， 或 者 电 场 力 F 9’E， 移 动 单位 正 电荷 
iS 9o FE ERR 6 — E Br E Ro E. 

现在 ， XE BO KU 因为 


dU- E «di 
= i ck l 
Amer? ó 
= -— m Far p 2 
ATE” 
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d( ~ I» 


"T 
其 中 dl = rdicosü 
= rar( 如 图 ?一 22?。 


所 U--- 


Amgr ^ 


Bp OE MMEREU--Y. Vou. iE3PHDDAHELC2.11— R 
得 U. 

因而 ， 电 场 下 从 异 于 原点 的 M,， 移 动 试验 正 电 i aM, 
所 作 的 功 ( 如 图 2 一 22)。 


A — 
F di = ag E — MENT 
" 4€ 5 r(Mj) (M, Y” 


RIESZA DE ERAN, M 
J.5 ui co us p abs ) 
= VM D-VM), 
FA ARA D EARMA AR M ARAR. (M D, 
PE M; 的 电位 (参见 例 10)， 
由 于 YY 的 等 电位 面 ， 为 一 族 形 如 
r y tz’ R? 
AER CA BL. BULE SIAD . Mo Miar at aii 面 
ryt = Ri, stytt = Ri CAED S, WügdiC2.11— 
DA, vie: uie Es 
例 18 设 力 场 下 -(F,Q Fa FO. FIR rP {E — mm IgE 
Mh 


证 明 Iu F-di = o, |I 32A MUÉEYEPEHUKU, 使 得 
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oU — GU QU p 
ox ou "7 dz i 
mm 一 
BEF Hapi: r-zr(0.,g-QD.2 TOA) t Kt P 
HLE: Foma, d 
au 
nMaUCLIY e 
ax 
3U 
my” gi- S 
us ou" 
, 3U 
mz"(t)- — 3 


LE m[x")x'Q)e-ggyU'GuUOs CT -LEOZ Y] 
_ AU dr aU dt " n dz ; 
ar dt ON dt öz dí 
ERA A H R, ERF 
UCt) -U(x(t5,gCt),2Ct)0, 
dU | QU or | OU gy oU Oz 
dí dr ð oy ot gz ðt 
LUE SIEGE 
A 人 | t 
-UC -UC,) 
因为 位 能 Yi = -ECGt)， 从 而 由 上 式 忠 得 到 了 著名 的 机 械 能 守 


EmA 


ALe)? + [HAE] + [2/0,)1?) - VC 
- T zx'Ct 1 e Dg" C02? 8 [2/CE 0 17] -VCT,X 
证 毕 ， 
a 5&6 >» 


第 三 音声 的 空间 变化 率 


对 于 场 ， 除 了 必须 研究 它 在 某 一 区 域内 的 变化 性 质 ( 见 , 场 
积分 及 其 闽 的 关系 ) 外 ,还 需 亡 更 深入 、 而 且 更 重要 的 是 研究 场 
中 每 一 点 的 变化 特性 。 这 痒 ， 才 能 充分 认识 和 党 握 场 的 量变 规 
律 ， 判 断 整 个 场 的 性 质 ， 弄 济 楚 各 种 场 之 间 的 关系 ， 而 使 得 我 
们 对 场 有 一 个 统一 的 认识 . 

场 的 空间 变化 率 ， 是 束 述 场 中 每 一 忘 的 变化 特性 的 量 ， 人 类 
场 的 微分 性 质 ， 是 描述 场 的 量变 规律 的 主要 概念 . 


本 童 ， 研 究 娥 的 各 种 空间 变 洲 率 及 它们 之 间 的 关系 ， 间 时 
研究 它们 与 场 积分 的 联系 . 


$1 数量 场 的 梯度 


梯度 是 描述 数量 场 每 一 点 的 报 大 空间 变化 率 芍 一 个 拓 量 ， 
是 一 种 场 微 分 ， 
1.1 梯度 概念 ”为 了 研究 数 晤 场 的 秆 度 , 我 们 首先 引进 方 


问 导 数 及 共计 算 方 法 . 
设 给 定数 量 场 AM, Mit: 下 一 方向 于 《好 
图 3 一 1), 当 n IBID RP El 趋 近 于 好 了 时， 
车 被 限 M 
Q0 AP qus [OD 1MY M 5 
ra cS a 


(其 中 | 点 | 2 ALS 1MP1) 存 在 ; 则 该 极限 值 , 称 为 数量 场 1CM)， 
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of 
E .TE 35 [HJ 


HÉBASBRAUPB. BiM, y,z) 引 的 方向 n 的 方 辐 胡 为 0 ， 上 BB， 
ys WEG, yD EM RH Eaux RR. WE EE TEE A 


EMAN T 方向 的 方向 导数 (或 方向 变化 率 SN 


ðf _ öf 9f öf m 
V HM TI T cosB + E Ll cosy, (3.1) 


WIE, OX P 标 系 下 o PARERA C + Ar, 
Ud AY,Z+ Az) WT 
AX = (AD. y — Alcose, 
AU = CAD = = AlcosB, 
Az = (AD; = Alcosy , 
HEIR, Af-adfem XopsRoC"AtO0BJ, E 外 较 高 阶 
HERDE, T, 
9f. Af qum d 7*7 
EY) AL ] 


ü clon 


ES CU EUN UIN IER, 
ü oc Al OU A gz al AL 


EH of aj 


= -cosa + cos 0 
OT aV 


即 为 63.1?。 由 此 可 网 ， 求 方向 导数 的 计算 ,就 化 为 求 候 寻 数 和 
给 定 方向 的 方 血 余 续 的 计算 。 显 然 ， 当 工 下 平行 于 尝 标 轴 的 方 
阿 时 , 则 方向 导数 就 足 偏 导数。 如 方向 导数 作为 一 个 数量 函数 ， 
其 值 决定 于 给 定 的 点 M 和 过 M 点 引 的 方向 1F。 O 
HL 求 fCz yz] 一 TH + z? + SEM, y RRE =MM， 
的 方 宙 导数 ， 其 中 M,C1,1,0)、 M,C3,2,1), 
解 因为 I M.M; ={2,1,1) €E E U H AIZ 


Lud 2 ^ SB — 1 wat 一 I 
COSE —— 08 COS 一 一 一 一 os CU d 一 一 二 一 


v^ 0 v B v 8 
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ð x d Hn US » r 
r of ATE ne uis 
E 一 一 “一 = xs mr 上 Lc. 
ides Ob 8 v v^ B 


pu2 求 电位 场 
eno 
Vir.y.z)- rim 
EATE REAME.. 2, H DET I 9p 312 2377 Gg EIER, 
BR ”因为 等 电位 面 ， 是 球 心 在 原点 的 球面 ， 所 以 ， 它 的 外 
DA n RHR RIZ 


a N dd 


cos = 1 COSS = -Z COSY = S} 
F rF F 
AX. pi o 
àV qr DY qu aV az 
CORSA F x a aa a cw e $ 
ox åter”? Oy rer g2 gwer? 


数量 场 的 方 河 导数 ， 榴 仪表 明 ， 场 在 给 定点 ， 没 过 该 点 拘 
某 一 方向 的 屋 化 率 。 但 场 中 每 -- 给 定点 ， 部 可 以 引 尾 意 多 个 方 
|]: 而且， 洛 其 中 任 一 方向 ,一般 部 有 一 个 方志 变化 率 ， 因 此 ， 
这 并 不 足以 表述 场 中 每 一 点 的 变化 特性 。 于 是 ， 引进 梯度 的 概 
PU 
定义” 设 给 定数 量 场 fCM)? 及 场 中 一 点 M， 车 过 M 点 有 一 所 
HG. fk 8$ f CMOTYEM A GR 的 方向 变化 率 名 最 类， Pit, 规定 G 
ep EP XA Ri, WREG HOREA, EME RE 
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AZHAR. WR ^, FEES iBfE 
G. = gradj (M), 

BBHrut X GXBROI Ht hbimfCMOTYEM RS ARAKA RAR 
HRERS. JMA m BEBEdUXR Y A RE E aA EE 
Hpt. PEELE gradf CM Xn zr (e EARM E 
由 数量 场 OD 产生 的 ， 而 它 又 描述 该 场 的 最 大 空间 变化 率 的 
变化 特性 的 矢量 场 。 为 明确 计 ， 我 们 作 旭 王 定 交 

定义 ”对 于 给 定 的 秋 量 场 G CM)， 若 存在 一 数量 场 ÍM), 
使 得 CM) = gradf CM), WIE i 4e REN H Bh 3A. 

A ROM 是 具有 物理 属性 的 , 则 grTadi(M) 是 有 物理 意义 的 
矢量 场 ， 才 述 场 让 每 一 点 的 物理 特性 。 例 如， 考察 电位 场 了 ， 
A AERA E A P 所 不 公有 一 个 iud V. 同时 也有 一 个 电场 
IRIE, MMIB AMARA h r4 移动 到 与 半点 充分 接近 
BP xà I € 4p E] :3— 22, 位 移 为 AL, H! AL 一 = iMP| = Al; E £3 
AI 的 夹 角 为 9; FEMP REE 看 作 不 变 ， 则 电场 力 所 作 的 功 可 
DL XT TEL 7 OS 

V(M) - VCP) = ! E |cosb AL, 
HEVC, VPA AMAA ARM, B are B, AAMA SPA 
的 电位 差 AV =VCP) - VCM)， 所 以 


AV = — | E lcospal, a 
于 是 ， 电 位 场 Y， 在 对 点 请 Ef 的 方向 导数 M MAP 二 
P L 
aV AV 
EU ndis a 
E im EY, | E | eos8; 


Mg = nj, cos? = — 1; 此 时 ， 


V 取得 最 天 方向 变化 率 ; 


而 取得 这 一 最 大 值 的 方向 ， 就 十 电场 强度 (MO 的 负 方 向 。 由 
梯度 的 定义 ， 心 位 Y 的 梯度 : 

E = - gradV (3.2) 
称 为 电位 梯度 . 


G.D 表述 了 静电 场 中 E MV 的 基本 关系 ， 这 一 关系 ， 合 
我 们 对 静电 汤 的 性 质 有 一 个 统一 的 观念 。 这 一 个 关系 在 实际 应 
用 上 的 重要 性 ,在 于 我 们 可 以 先 计 算 V， 从 而 求 得 E 。 

J.25 "m, E 与 gradV 的 方向 相反 ， 模 相等 。 由 于 在 


oV.. 一 | 下 |eose 中 ， 340 = Ol, cosO = 1, Sr 到 待 最 小 值 ， BH 


ol 
XC = LÉ | RIAR KE. UE 的 正方 向 。 所 


以 。 在 静电 场 中 ，E 的 方向 是 场 中 电位 下 降 最 快 的 方 向， 而 
gradV 的 方 同 ， 是 场 中 由 位 升 得 最 快 的 方向 。 
1.2 梯度 计算 与 性 质 下 面 我 们 讨论 梯度 在 空间 直 角 dh 
标 下 的 计算 及 其 性 质 . 
定理 3.1 ” 设 数 最 场 = Gus DEAM, V2 具有 一 阶 
连续 偏 导 数 ， 风 
gradf -yf (3.3) 


: de Of of 


C 
T4 


证 明 om 
上 的 昔 位 矢量 ， 册 


IT ”三 VCOSC， cosB, cosy), 


Pau. 2. m 
d Lar’ ay" a 


HG 与 1 的 此 前 ( 划 国 3 一 37》， 于 是 ， 由 (3.1) 和 点 积 的 意 交 ， 
得 


of = G a | G cosQ ; 
9 = ORF, cosü = 1, m- n IG | 为 说 天 值 ; 而 起 得 这 个 最 大 值 


的 方向 即 为 G 的 方向 。 由 梯度 的 定义 ， 筛 


ea 3f of öfl 
radf =G = | - 
grec oz' ay’ az) vf. 


定理 3 LHR, xp EO EE ESI, 必 在 在 一 个 描述 场 中 每 一 操 
的 最 大 空间 变化 率 的 放量 场 一 一 梯 诬 场 ， 把 求 梯度 gradf 的 计 
算 ， 化 为 求 ¥1 的 逢 分 运 工 ， 且 由 公式 《3.3) 求 得 。 所以， 梯度 
是 场 的 ~ 种 微分 性 质 . 

从 定理 3.1 容 易 得 到 梯度 的 基本 运算 法 则 ， 

(1) grade-0, ve-0 0 
2) gradicf) 2cgradf, vcf) = cyf; 

(3) gradcf , +1.)= gradf, + gradj., 

VCI; tf vili tvi: 

(4) gradi fifa) — f.gradf, +f gradf,, 

VG afi e fvi + fiv 


Í 


(5) grad (^, - )es p: ,gradf, — f,gradf, Js 


pu = (fvf = fivfi); 


PUTES 
(62 gradicf) Er gradji, 


=S 


ViGfi»- vi 
其 中 f，,， 了 ,， ff 为 由 有 连续 伪 导 数 的 数量 场 ， 而 (6) 表 示 复 合 场 
IGORRE RK. 
Hk E, grad(f, tfio-vi tfa) 


E ELM alfi= fe) aG LER 
«c f FORE az 


í EN 4: ðf, Ay. J oF df , 十 Of | 


oe a a a o 
—vjí,tvi.-zradj, *gradj,, 
BD C35. 
gradfCf o) — vitu) 


x19, QI ar] 
àz T Ou ^" gs 


2E. 9j, df of, dj aic 
df, Oz" df, ay’ df, à 


df . dj 
一 a y = ar seu HE 


BI C5). 其 余 作为 练习 ， SEDIS cm DI EI, 
£5] 如， BA RUSF - DEBE. boc 1G., G,,G, 具有 连续 
偏 导 数 ， 因 为 E.G = FG,+ FG,+ F.G， RARUS, 所 以 
FG 的 梯 变 可 用 公式 (3)、04) 求 得 ， 渊 
VCF*G) - v(FAG) + VF G,) -1 ACF,G) 
= (FVG: + GIVE. - (FO, o GA PF, 
十 CP: VT VE. ^» 
WE. dur Hå MS Es G=r = {Ey 2i — f, M 
PEG) -y CF* = GF) + v(F) &VGE) 
9 0 FQ F,)- F, 
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iA ABUS 
性 质 1 ZI 导数 -人 六 等 于 梯度 grad1 在 该 方向 上 的 投影 , Bp 


sr = - (grad f); aj vj (3.4) 


JtBi 393r E 3 Ro IC. 
HU 上 ， 贞 定理 3.1 知 gradf -yf, ik 
öf ðf àJ aj 


3i ax 099 + —coSB + 3z C05 Y 


al dy 
= vv =V D 
= (gradf ) -. 


MIERI, M0-(1, vD-O0h. O 不仅 是 正 的 ， 而 且 
取得 最 大 值 | ， 即 = lgradf | 70, LAA RRR 
场 1 沿 T 方向 变化 是 上 升 的 ， 所 以 梯度 grad f 是 1 (M) 在 M 点 处 


上 升 得 最 快 的 方向 。 当 9 = n6, DORpUE UR. TERERAA 


ti- Ivi], i5 ~ - grad f] «0, KHA 9 eco ETAR I iH 
方向 变化 是 下 降 的 ， 所 以 梯度 的 反方 向 ( 即 — grad 力 是 TCM) 
在 M 点 下 降 得 最 快 的 方向 

性 质 ? 数量 场 f 中 任 -- 点 XM 的 梯度 ， 季 直 于 过 此 点 的 等 量 
面 ， 且 指向 fCM) 上 升 的 方向 。 从 而 又 有 


grad f -Hpi (3.494 


其 中 me 为 该 等 量 而 的 法 Or n due Rt. 
证 明 设 过 点 的 等 量 面 方 程 为 (x2,y,z)=c, 由 于 此 等 量 


-* Jq ^ 


面 的 法 方向 ns = f, S P^ HEC FEM dB BET i, i 


grad f =vVf， 则 梯度 grad fig n fcrri, BUSERDTGIJLA 
pu^rhtdi. MAHER 8) BPidu.RBOHEGEdJEQQICOMO EIA «p HU 
《 即 由 数值 较 低 的 等 量 面 指向 数 信 位 高 的 等 量 面 )， 而 它 的 模 等 


于 了 滑 所 述 法 线 方向 郊 的 方 册 导数 中 。 于 是 


grad f -fas 

这 一 性 质 称 为 数量 场 的 梯度 与 其 等 量 面 的 正 交 性 质 。 
例如 ， 对 静电 场 ， 从 (3.2) 与 性 质 2 知 ,与 等 电位 面 正 交 ， 
BD EUER SE BIETER. 

例 3 求 数量 场 f(x.y,z)= cuz +z*+5 的 梯度 场 ， 及 在 点 


MC0,1, > DREM RKA SENE. 


w ux -us, Poss DT oyr 由 公式 (3.3), 得 到 
TLES 


grad f =y] = {yz, xz, ry 22), WÆM 点 的 梯度 


grad f(M)-(-1, 0,-2) HBR X, i 在 M 点 的 最 大 


ji, AY |grad 1CM); =v 5s h BRES 在 M 点 的 最 
小 值 ， 即 为 = -v/ 6。 
Ba BEV- -r GREG 
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"a va 
an mip ^C 


aV Ug. 
OU ——— reri " 


QV 2q 


dz Amer? ? 
向 C3.2) 得 ， 


E = ~gradV = —vV 


Bl E = a uus T 


iV | a 

lon | | 4xer? * 

进 为 等 电位 而， 基 中 心 在 原点 的 一 族 球 画 (参见 第 二 章 例 3)， 

而 王 的 方向 是 矢 径 的 方向 ， 即 球面 的 外 法 线 方向 ,所 以 ,gradV 
药方 向 是 指向 原点 的 内 法 方 人 前 ， 是 然 。 三 与 等 电位 面 正 交 。 

Dis 西平 行 线 和 输电 线 崩 赎 产 生 的 电场, 当 平行 线 带 有 等 量 

异性 电 葵 时 ， 电 位 


VM) = ——— Inzt 


ri des | u—- cm t y* E 


F Fi3—4 
M = Mr.y)，DD 为 两 出 荷 间 的 距离 (如 网 3 一 14) 。 求 等 电位 面 


- 25 。 


HER. N 
M K o BRA. BEBE LEGE BEST AE A8 
Aor 2r. m 


oe m 一 - -C 
2me F s 
p Fe omia s 
H r, £ Li 


Xe Ke . 由 We) -K'*, 从 而 ， 经 化 简 后 ,得 


:十 1 D* 
t'a —-y:— 1 Dr + "m ar (a) 
Dr 其 "十 二 1: E o4 AD .X* 
即 Im] 6. 


/^ D K^-c1 KD 
汐 了 所 求 的 等 电 位 面 方程 ， 是 以 人 十 7 KT D Ap. KT 
为 半径 的 是 族 回 杜 面 ;但 不 是 后 心 的 ， 内 为 六 随 所 选择 的 电位 
不 同 而 改变 等 电位 面 5 如 图 3 一 5 的 实 线 ， 


为 了 求 得 已 线 方 程 ， 在 Ca? 中 ， 对 z 求 导数 ， 得 


2r 4 Ut — f — D-60, (5) 
K*41 F 
EEO, OFRE ， 得 
p’ 
w? + y7 2ce + yy yae- 1 79 (e) 


为 等 电位 面 的 微分 方程 。 由 十 EDGE IET, M ER 
切线 斜率 与 等 电位 面 的 法 线 的 斜率 互 为 负 倒 数 。 所 以 ， 在 Cc》 


-77 。 


d, bb - o fy 即 得 三 线 微分 方程 


p 
(yh -et eq ws 2r c0; 
Bn (v^ 一 )dy i 2rydzx --z*dy = 0, (d) 


T E. 
(GD AE S, f 


X 2Urdr —z*du 
PU EID EET 


(es 


y 
A Dr ` (| H T . 
(aA) 上 


X 


fi 


r 
D 
" e 


A 

- ay Hj 
NM, 
ARN 


E 
$9 


D: x* C 
dum qp Ts 


其 中 C 为 各 分 常数 ， 化 简 ， 得 KR | ee. 


a fa C V2 p? x C 
?十 (y=) à 


C V 

Ld J: WS 
EC "^ r, 
mu 


yg 


— 可 D 
BIDRA ERDRE ER OEY 轴 上 , 且 通 过 点 ( +- so) 


的 加 弧 《 如 图 3 一 8) 的 虚线 . 

1.3 ”梯度 场 与 场 积分 关系 ”定理 3.1 使 我 们 从 一 个 数量 场 
/获得 一 个 梯度 场 ,figrad f = vf. 于 是 根据 梯度 场 的 定义 ,在 第 
二 章 中 的 定理 2.4 的 等 价 条 件 ， 就 表述 了 一 个 失 量 场 了 为 杭 度 
H5, MF ERAU 使 得 F = grad U fo ee FR SERE, CI) 旋转 
m F di =o ORBA, F 。 三 与 积分 路 线 算 无关 ,只 
与 路 线 的 起 点 、 终 点 有 关 。 © 场 中 《或 考虑 的 区 域内) 每 

= 78 = 


-AMY xF-o. D FERRU, 使 得 aU =E « dl SEVA, 
当 卫 仅 当 玉 满 足 上 述 条 件 之 一 时 ， 了 就 是 一 个 梯度 场 ， 而 且 F 


就 是 它 的 位 菌 数 D MRS, MF =gradU ,就 是 说 ，F 是 由 它 
的 位 图 数 U 来 确定 的 .反之 ,可 由 公式 (2.11 一 1) 或 (2.11 一 2) 
求 得 . NH 

因此 ， 梯 度 场 F 又 称 有 位 场 或 有 势 场 或 保守 场 )， 

在 物理 学 中 ， 例 如 对 静电 场 E ,由 公式 (3.2) 知 B= VV, 
CREE RANA METERED H, lg t rev, 
同时 又 相应 有 一 个 电场 强度 王 。 而 且 由 Y 可 求 得 E, HEET 
REV, B 

VOD -VM = 一 上 «di, 


Dio EAM, Ci, Yos z,) 处 有 一 质量 为 内 的 质点 ， 而 
在 其 它 点 M (x,y,z) 处 部 是 质量 为 1 的 质点 . 试 证 在 整个 空间 
引 向 点 避 。 所 形成 的 中 心力 场 FCM) 是 一 有 位 场 . 

HL or = 1IM,M|I = v Cx, = SETUR ENTIT 
由 牛顿 定律 知 ，M。 SIMM SIJI FOM), KA KO GEPAS] 


31 380 .方向 为 M 到 M。 因 为 和 泉 拱 的 方向 余 纺 为 一 ~， 


Yani Zy—2z 


Poi TE, WFM) 在 坐标 加 的 投影 为 


F.—-k 


H(r.,-—x) 
r? : 


F.-k 


* 


"my. — Hu» 
r s 


Fok 


PFEZa - X) 
r^ 


^ 79 5 


他 


Utx.n.23-— 5 一 ， 
TV PEDE oU — QU — 
计算 得 = Fe av sPw REA 
E ft l ON " 
所 以 Usk HFD MA 


F (M) = yU = kmy-- 


v(x,—r)'rz(unu —-ji*-(Gj-z* 


例 7 下 询 矢 量 场 基 否 为 有 位 场 ， 基 为 有 位 场 求 出 其 (HR 
数 ， 


OA 
E | wc Ru*. dr ly 22y E5 


E O) 因为 F.-uyz, F, >z 
OF, ðF, 


ON üz i 


Us 


—-r—rz-zt, 


AQF. — EF. 


.- 0, 


gz ðr 

OP.  gF, 

òx gay Th 
BT Vx F= Ep 


所 以 ，F 是 有 位 场 ， 它 的 位 函数 ， 由 (2.11 一 1)， 得 


I —- 
Ucr. i 2)-| Fadi 


cO, D,D) 


lj 


| Qs zdr+ | na ody »- | d ydz 
a tA - n n 


t 


FYZ, 
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从 而 ， F- PU -yọ ryz) = grad (ayz). 即 卫 是 它 的 位 函数 
U= ryz (ĦU 一 THz 二 CC》 的 梯度 场 . 


3. "— 
(2) AH F,- O2 Hes. F, 3+t2y, 


P.—-2r9gc5; 


DF, AFv ony 
ay — Oz 5 00 
SN: LN 25. 
az cM 

dF, ^ OF. 4:045 
ðr OU 


v xF -(2x—-y, 2-2y, 3-2y}; 
A5, RA v 3 Mh PERRA, 


—- 
Vx F E00, 


所 以 ，F 不 是 有 位 场 。 当 然 ， 就 不 窒 在 位 还 数 。 由 此 可 见 ， 不 
是 任何 笑 量 场 都 是 有 位 场 . 


32 ”天 量 场 的 散 度 


襄 度 是 矢量 场 的 一 种 空间 变化 率 ， 是 描述 矢量 场 每 一 点 源 
的 性 质 的 数量 ， 是 一 种 场 微分 

2.1. 散 度 概 念 ” 对 于 天 量 场 ， 在 第 二 党 中 ,我 们 应 用 矢 通 
量 这 种 场 积 分 来 描述 场 中 某 一 区 域内 的 源 的 性 质 ， 但 这 并 不 能 
表述 整个 场 中 源 的 分 布 ,每 一 点 源 的 变化 特性 ， 因而 ,引进 散 度 
的 概念 ， 


e. 81 * 


定义 ” 设 给 定 矢量 场 F COMO EID — HM VEM BUS BL E— 
^ BEMA Va BS CE — P3 Bi i 22 m 25 Er Fi] DX ex 92 B5 RGB AV 1 
HIRR 


CH RAV —0, 表示 9 以 任意 方式 收缩 向 点 M)》 存在 ， 则 该 极限 
值 称 为 矢量 场 F CMOTEM ARRE, idfE div F (M). 


BERERE T Ze RS FIO AB REO, = pF. -aS 3} F 
场 中 点 M 的 空间 变化 率 〔 也 称 为 ,在 点 的 ( 体 ) 密 度 ), 是 描述 
^c Hb 15 d! 在 给 定点 处 源 的 强 弱 的 一 个 数 量 。 所 以 ， 茹 HB div 
FOD 又 可 看 作 空间 点 的 数量 男 数 ，. 是 由 矢量 场 F 产生 的 ， 
而 又 描述 该 矢量 场 源 的 变化 特性 的 数量 场 ,此 时 ，div 玉 称 为 
Ej HE HE TS, E E ! 

WB, JOURS (IRURE I 4 x |div F (VD | 的 大 小 ,就 可 
以 用 来 衡量 矢量 场 在 M 点 的 源 的 强 能 . 

diy F DSO ERRA (F 线 或 通 量 ) 从 M 点 发 射 (或 
散发 出 去 《如 图 3 一 6， a) ,M 点 称 为 源 点 ( 正 源 或 源泉 )， 

当 diy F CM) COH, GEGR/RERCNUB EO GXM 点 ) 周 
围 发射 (或 散发 ), 而 在 半点 被 接收 (或 吸收 》 (如 图 3 一 6,5),M 
点 称 为 汇 点 RARD. 

当 div F (M -0Bf, ZTM SETH GUD UREK 
(吸收 ) 矢 线 〈 或 通 量 )( 如 图 3--6,c),M 点 称 为 无 源 的 。 

若 在 矢量 场 下 中， 每 一 点 都 有 div 下 关 0， 则 称 为 有 源 
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场 ， 而 等 一 点 都 有 divF = 0， 则 F 称 为 无 源 场 , 若 在 矢量 场 中 ， 
中 在 基 -- 个 区 域内 的 每 一 点 divVF -0, 则 该 区 域 , 称 有 源 区 域 ， 
而 区 域内 每 一 点 div 下 = 0， 则 该 区 域 称 无 源 区 域 。 


~ : N | / F: M | / ~ y 
=> c 2. we 
i a "Ue Ge 
a b R 
Hi 3—-6 


如 果 F 是 具有 物理 属性 的 , 则 散 度 场 divP 了 是 上 共有 物理 意义 
的 数量 场 ， 它 表述 场 中 每 一 点 源 的 物理 特性 ， 
我 们 涪 察 静电 场 E 。 册 第 二 章 $2.2, 因 为 电荷 分 布 在 空间 
中 时 ， 在 对 点 的 电荷 体 密度 为 
lim ^q = Pı 
syan AV 


根据 (2.7.9 
At Em mc 
i E rs à (dS 
E 4] 


《其 中 三 是 围 成 体积 为 4 Imp. TE 


E «dS 
i I 
" lim - gu Lom 
| „Fo AV E P3 
HE uS X. 
div E = &, 
€ 


至 83 a 


所 以 ， 静 电场 五 的 数 度 场 就 是 电荷 密度 场 ， 而 场 已 中 ， 每 一 点 


的 散 麻 革 就 是 在 该 点 的 电荷 体 密度 p 的 一 人 悦 。 因 为 是 表述 电 
荷 在 空间 中 每 一 点 的 分 布 情况 ， 所 以 ，|div 巨 | 的 大 小 就 可 议 


衡量 电场 下 每 一 反 带 电 的 强 弱 。 由 于 F MAE ERRI ftl 
FHL, Aii, Hidiv (M) 0j. ARM SUE TIE E, 而 


RAJE 线 ， 即 对 点 为 源 点 ， "div E (m « OR, SERO M 点 带 有 
负电 ， 而 控 收 从 电场 周 国 发 射 来 的 E £k. BE MAAA; 当 
divE CM) = 0 时 , 表示 M 点 不 带电 ， 必 点 皮 不 发 射 也 不 接收 B 
线 , 即 M 点 是 无 源 的 。 


对 于 静电 场 互 ,因为 div 百 =, p0 FU, PAEA 


源 场 ， 这 表述 了 闪电 场 源 的 基本 特 人 性， 同时， 反映 了 已 这 一 矢 
A35. 与 电荷 密度 场 上 这 一 数量 场 之 间 的 起 变 关 系 , 如 果 在 电场 
中 ， 某 -- 区 域内 p= 0， 则 表明 该 区 域 是 设 有 电荷 的 区 域 ， 即 无 
Ug DE 3k. 

对 于 53S H. [4] - D LL dS- 0. BH Mus Y div H = 0s 


Bib, HO--^MAEDE. XXGRH GRO DAUEREE, FM. Bi 
48 i55 5j bo TEUR TT TEL AO e: DC. 

2.2. WEM SER TERUTA, BEES ELE S AR 
标 系 下 的 计算 ， 及 其 性质. 

定理 3.2 RRF -(FKS FQ OF), ES Fy, F, 在 场 中 
任 一 点 MKz，2，>)， 有 一 阶 连 续 编导 数 ， 则 


div p Y F (3.5) 
"x iF AF.. IF 
Hepy » F E Eos nes 
gx dy g^ 


证 明 HRBU. haiz, CA AAO 
d$ F -as= |||v Fav 
"t 9 
Tp mdgRepmW a 
div F Um Br FdV 


SF op d 
KR cE ART PX. dE Q9 bg[uPCO. n OFE, #5 
I[jv - FdV-y-F(P)AV, 
M aip- aM, Hp 
div F = = lim -iY . F CDY.AV = xz. FM), 
Ap urb. t 
EFES ZDE xp PALMS P XE T EIS rp 8i — gs 
25 83 AE (ETE TO jn t5 —— iE IO 3PHjIBSKHEPEdiv F 的 it 
算 ， 转 北 汐 求 P ， F 的 微分 运算 ， hih ZXXC3.50cR 13. BEL, 
散 度 是 场 的 一 0 
从 定理 3. 55 TIE T9 RCTE AG T6 HE uw 


—- 


(1) div (GF )-cdiv F, 
V GE Ye: F : 
(2) div(F, £ F,9 - divF, £ div P,, 
ve (FS FO - ve F E. Fa 
(3) div (f F) 2fdivF í iR gradf, 
ver ) fv iF F oyf: 
MopoxdWE, F, FL FOXUEHRGS. DDERI EIDER 


» 85 * 


"m ENT EEUU S 
div Y F) - V«(FPO- Ox ay T Oz 


xd cp b. S. D af Sr») 
=(P% +f ÖT E G "oU B OY 


«(r3 DE £F) 


“OF. , oPF. , àF. 
A Qx ou oc ) 


+ (F, Of Lp 9f FF 2f) 
OT SH Qz” 


=f (v. F) + Feyf 

= fdiv F + F «gradj 
BIAG, HAHET HE. EARI, iE A ME. 
AEI TAGER. 2 TARS PLE SEI OSA 


qa) H ERG ORA e aa a, MASE RETA RI 
WR 5, 


div grad f = 7* f, (3.6) 
e "E T H à P 
Hp yif = sa 


WEE, grad/--v/, 
diviD =y 0P - v?f, 
05 设 F [EQ RS FQ. FE. FO LER SOR 
WF BU Hc BEES E BE RE YR, E 
grad div F = V (Qv F), (3.7) 


* &6 * 


à ; pus AF, eF, oF 
Hol ver Bos pf e Sa Se) 


ao * y az 


-PEARG 9 n. E - ee 
. dx" drar graz 


ig PERRO P aea Te 
Ox ay? Aaz’ 


3 FE. X2 ， nM 2 
à sop Py 2 x 


Ta AYAZ à2* 
事实 上 ，divF - «F 


grad(y* F) - vig -F ), 
ts ESSEN t IIS 


(0) F-(r, ~ 34, zx) 

(2) F5i(-3zxz, Beye, 72} 

w (1) div F V OF = E~r rQ, 
(2) div F =Ẹ F = —8rz+8rz+7=7 


Mg, FEAH. 


例 9 RF ={xy +z, yz+r, src yy} 的 散 度 场 ， 并 讨论 
的 源 的 性 质 . 
解 


下 £, F,=zz+y4; 


pi OP, 0. OF 
Óx 3 au Ë dz 


hk. FB 


e R7 o 


M y FO- 0, BE orc-pysz-oRPI 为 这 是 散 度 场 div 下 
的 一 个 等 幅面， 起 过 举 积 原点 的 -一 个 平面 ， 所 以 ，F 在 这 个 平 
面 上 是 无 源 的 ， 

Hy. F -e (c CO EEXEUE RO. Be cg tz-clM, RH. 
xb Jedyole div F AER, ERHET, FE 
ETAGER., mES.ccoomppnu k AAMER, c0 
的 半 面 上 每 一 点 是 汇 点 。 

ARRE, HOO. FATES UNS HET; 


grad div F = viv FY =v t+t2) = {1, 1, 1} 


例 10 Adiy 0r -0, RIOR, 其 中 了 = (m, y, zh 


E 由 G3.5); divf r = v. o» r), 


rl F ET fG) | BIEDEN FOY, EDEIS 
F, = fre, A ESTO 


or : E wy s 


KOE: S oe fq f coL ef 


ES figy eed ey 
az ! 


TE VOOr O, 
> BE a 


一 m. e 


从 divf (rr - 0, Hl 
3afCG) erf 0-0, 


7 RII Sfr) 2 HO Lg, 
这 是 可 分 离 变 量 微分 方程 ， 即 ， 可 化 为 


GD dr 
fe») r 


Inf(r) - — 3Inr - Ine, 


从 而 ， 求 得 f (7) = -S 
BKR, HEO = -时 ,CDr 是 一 个 无 源 场 。 


Pill 试 证 静电 位 VY= 4 满足 方程 ， 


"m 
oY | og? V | oV ， 
十 一 一 十 一 一 一 二 
dr? ay ^ gar 9. 
E = —vV = q : Po 

AmEEF? 


所 以 viVevevV--y. E 
"(SERES , GE.Y 
NC ay gz ， 


q [r1 3x4 à 
[lu yp Su 


p“ pB c X ues p^ 


I 
] 


m Dae 
uim r^ )| 


= 89 « 


q l; 3 acr? pg xz ]- 
Wow cime ueste 
Ame } 


由 (3.6) 即 得 
OV aV T gn . 
2r? | Ow? oz? 


iE!E, 
2,3 散 度 场 与 场 积 分 关系 ”从 定理 3.2 知 ， dv SE 
于 是 ,第 二 音 的 定理 2.,1 ( 商 遍 公式 ) GLdeib [T REFERA 


9 内 的 源 容量 || [div Fav 等 于 F 穿 出 吕 的 边界 曲面 号 外 fi 的 


5pm [| F 45, 定理 2.3 的 等 价 条 件 则 表述 了 从 量 场 了 为 无 源 
场 ， 即 div F = oM AARE: O KERF -dS =0, 
C» wümur|[PF-si m! Gb: MERER, RSE 0 


边界 曲线 ! 及 其 方向 有 关 Q 与 >“ 正 向 联系 )。 所 以 ， 当 上 且 仅 当 


Ff 满足 上 述 条 件 之 一 时 ，F 了 就 是 无 源 声 . 


iuc qua d AE 我 们 用 天 量 算 CH] F RN 
的 管 形 曲 面 ” 来 描绘 它 的 形象 ， 如 图 3 一 7 为 矢量 管 的 一 段 ， 则 
有 如 下 命题 ， 


TE AFAR, IE 
Eb Bee ETA CRI 
方向 ) 的 矢 通 量 都 相等 。 

证 明 HE, BAKRE 
量 管 的 任 二 横断 面 , N ,为 所 截取 gar 
RRRA RIT MT Cmp3— DO. TOR, RASHES, A 

* 90 >» 


Ho Xe DRAR AAA. HpPdivF —y-F -0, 
则 出 定理 2.3， 对 于 卫 外 侧 ， 厢 


Hp GF 二 -人 证 有 全 | 
因为 F 的 方向 是 玉 线 的 切线 方向 ， 所 以 ,F 重 直 于 姻 , 的 法 线 方 
向”， 从 而 有 ||F .4S = 0. 


于 是 

[Ir -a5 = -| 了 下.d5， 
因为 F 线 从 怠 , 穿 进 台 内 ,再 穿 出 于 ,; 所 以 ,如 使 豆 , 的 法 线 方向 
Ej 2.59: Jj [ap — $6, 则 得 


— -> 一 # 一 > 
IE d$ = || F» as, 
uir I, 


E 


证 毕 。 易 知 反 请 题 亦 成 立 。 

由 此 ， 人 们 又 把 无 源 场 称 管 景 场 或 管 形 场 )， 

在 实际 问题 中 ， 有 时 要 用 到 如 下 命题 . 

命题 2 设 下 为 矢量 场 ， 若 在 场 中 某 些 点 《或 区 域 )， 上 
div 五 -0 或 div 下 不 存在 ， 而 在 其 它 点 上 都 有 div F =0, M F g 
出 包围 这 些 点 《或 区 域 》 药 任 - HAKKER A., 

证 明 idiv F “0 或 div 卫 不 存在 的 点 用 闵 曲 面 习 ,包围 起 
来 ， 再 作 一 与 吕 , 不 相交 的 曲面 避 ; 内 ,在 吕 ,的 外 侧 ， 因 此 由 
之 1 这 :所 介 的 区 域 匀 内 divF = 0, H (2. 9—4) BI 18 


. 9] 。 


Bm, E--——4 r 在 学 标 原点 没 定 义 ， 同 为 包含 原点 的 


Amer? 
ERME AG E-s-2, EI dr—BnüED dnd 


— > 
js-as-4 
£ 


2.4 格林 第 一 、 第 二 公式 ”根据 梯 论 和 散 度 运算 性 质 ,可 
以 将 次 商 公 式 ， 


dF as - MEE 


的 形式 ， 在 天 当 的 条 人 忻 下 坊 以 转化 ， 

为 此 ， 设 站 = 了 Cx，y，2)，9=9Cx，Y，2Z) 是 数量 场 ，f, g 
在 闭 则 面 之 及 其 所 图 的 区 域 吕 上 有 一 阶 和 连续 偏 导 数 ， 而 在 8 上 
ROERE: n ALIAR iR., Tio BAE tE 
ED. # 


òg . 
ón YS Foy 
Óg _ : 

[4 b -Ivgsn; 
P = Yg, 


— — — ag 
A hj F-dS-fvog«nds- Eo 


LAREAU), 44 
* 92 >» 


vB o-vdvp-fvo«vevi 
-fvigevg:vf. 
Pr. HReRZXDiL 
i: ag um" ^2 m 
pre :jjev gt Vgvio)dV., (3.8) 


(3.8) 称 为 格林 第 一 公式 . 


2 + + è ç + 


在 公式 (3 8 中 ， 把 与 9 的 位 置 交换 一 下 ， 允 有 
fs = MIS tvg:yviodV, (3.8-—1) 


(3.8)—-(3.8— 0f 


PU - g2% ) jas - J| jov: 9-9’ DEV, (3.9) 


(2.9 称 为 格林 第 二 公式 . 

奥 毅 公式 这 两 种 转化 形式 ， 表 述 了 数量 场 1，g9 的 场 秘 分 与 
积分 的 关系 。 将 为 实际 应 用 提供 方便 ， 而 且 亲 以 从 台 的 边界 曲 
一 之 上 的 场 的 性 质 求 得 全 内 的 场 的 性 质 ， 

例 12 设 1 = f(x,y,2) 是 满足 Vf 了 =0 的 数量 场 ， no 外 


法 线 单位 关 量 ; IURE XE, 25-0 uu, HENEU a 


H, focceXxE SD. 
证 明 ”在 公式 (3.8? 中 ， 取 /= 9， 风 
v^f-v:g-o 
"eS Pras E fev v Vf vf»dV 


» fife "dv = 0 
M 


Am. EALE ví-0, 


> 93 » 


of of Of. 


$3 矢量 场 的 旋 度 


旋 度 是 失 量 场 的 一 种 最 大 空间 变化 率 ， 是 描述 矢量 场 每 一 
点 旋 性 质 的 矢量 ， 是 矢量 场 的 一 种 微分 性 质 . 

3.1 旋 度 概念 。 对 于 矢量 场 ， 只 从 源 方面 去 研究 ， 还 不 
足以 表述 其 内 在 性 质 。 虽 然 在 第 二 章 中 ， 我 们 谱 用 旋转 其 这 种 
场 积 分 ， 来 描述 场 中 某 一 闭 曲线 上 旋 的 性 质 ， 但 这 并 不 能 表述 
场 中 每 一 点 旋 的 变化 特性 ， 

为 研究 旋 度 ， 首 先 引 进 旋转 量 的 方向 导数 概念 ， 及 其 计数 
ik. 2 2 

设 给 定 矢量 场 F ODMA PAM SEM EFE Aien 
并 作 以 "为 法 方向 ,I 为 边界 的 曲面 与 ^/， 其 面积 为 AS， 闭 曲线 
L3 X. EBRA. 74 gh if 2 ^ GLAS 以 任意 的 方式 缩 向 定点 M， 
WASO, 且 三 “在 MM 点 处 的 法 方向 保持 不 变 时 ， 若 极 碌 


ASn0 i AS (3.10—1) 


Se 


m è c" ë č > č ù è ù  » ù è ù e $^» — c» è e žē F 


+ 9" % F 01 


fran] ECTS AE $n RT. & F-(FSPSESLELP, FEBR 
4T — RM G,u, DR — PERR SEE. XEM QIIAEE n BB Jr B 
+ 94 * 


Bg Ajcosa , cOSB , COS Y, n2 e OW. 有 如 下 计算 公 cow 


c AQF. QF, 3 àF, OF. 
as c n MEN oe r 
3F. MS. XL 
( E ED ) cosy 
即 9T. 


dg Ww Fm (n? xn n 的 单位 天 量 }(3.,10 一 2》 


"db. Hi 根据 SO 


的 定义 (3.10 一 1) 式 ;由 斯 托 克 司 公 式 ， 
PRI CANO, 参考 重 积分 中 值 公式 ， 即 可 推 得 


AS [| vx as- vVxF-«n*, 
£A 


由 此 可 见 ， 4 的 计算 ， 3k [b 2S SR fg TH, 


它 的 值 决定 于 
给 定 的 点 导 和 过 此 点 的 方向 半 。 
piis BF -(x^-gug..3uz- r’ zr}, 
3 I 1 1 
过 MM (1,-Y (v 9 5) 的 矢量 为 1 E dev vU 
QU, 
XU) 的 值 。 
解 EAF. =r? +y, Fy.-3yz-ac), P.-ir, 
OF- OF,  , OP, gPF, 
ày az —— àz or o. 7 
oF /— ÒF, 


Se Sh Win M Ac 


COSA = COSY = EN cosg = 一 ru 
w 38 w^ 3 


* 95 æ 


[i DOE 


SI ID di es 


ur n: 1 
Drs em e ] nl l z- (2 REL 1) 
"M 1” 2 wr a 3 


ABUSE ARREU ROTE E, MIRNE 


定点 和 过 该 点 的 基 一 方向 , 旋 的 变化 率 。 但 过 场 中 每 一 点 ,都 可 
以 引 任意 多 个 方 向 ， 而 且 取 其 中 任 一 方向 (相应 地 就 可 以 作出 
以 所 取 方 向 为 法 方向 ， 以 某 一 闭 曲 线 为 边界 的 曲面 3， 更。 一 般 
都 有 一 个 方向 变化 率 。 因 此 ， .2S* 并 不 是 以 表述 场 中 ， 每 一 点 
的 旋 的 变化 特性 。 于 是 ， 我 们 可 选 族 度 的 概念 ， 

定义 ” 设 给 定 矢量 场 F 及 场 中 一 点 M, 著 过 M 点 有 一 个 矢量 
C ,使 得 在 M dili C 方向 的 旋转 量 对 两 积 的 方向 变化 率 最 大 ， 
同时 ， 规 定 C 的 模 ， 等 于 这 个 最 大 值 ， 册 矢量 G， 称 为 矢量 场 
Pd M 点 的 最 大 空间 变化 率 ， 简 称 旋 度 ， 记 作 

c = rot F M); ( Bk irl tE cC 一 二 如 下 (M)) 

旋 度 的 定义 表述 了 矢量 场 下 在 M 点 处 旋转 量 对 有 向 面积 的 
最 大 方向 变化 率 和 取得 这 个 最 大 秆 的 方向 。 旗 度 岂 称 为 了 在 对 
点 的 旋转 量 曾 密度 矢量 。 因 而 旋 度 描述 了 矢量 场 中 在 给 定点 处 
旋 的 特性 。 所 以 ， 旋 度 rot F (M) 又 可 洗 作 空间 点 的 矢量 函数 
它 是 由 矢量 场 F 产 生 的 疝 又 描述 该 矢量 场 施 的 变化 特性 的 矢量 
场 。 此 时 ，rot P (MD XIA F RME, BERRE H, 
一 点 都 有 rot F o ERAR MERMA 尼 = 0， 


RUF 称 为 无 旋 场 。 若 在 矢量 场 正中 , 且 只 在 场 中 某 一 区 域内 ,每 


Li 96 LI 


一 点 rot 玉 尖 0， 则 该 区 域 称 为 有 旋 区 域 而 区 域内 鲜 一 点 rot P. 
= 0， 则 该 区 域 称 无 旋 区 域 


如 果 五 是 有 只 有 物理 属性 的 ， 则 旋 度 场 rot F 是 具有 物理 意 
义 的 矢量 场 ， 它 表述 场 中 每 一 点 许 的 物理 特性 
我 们 考察 静 磁 场 也 ， 在 第 一 章 $2.4 中 ,定义 了 电流 密度 矢 


HO ,方向 为 电流 流动 的 方向 , 模 191=9， 即 lim -人 6。 由 
4r35 C2. 80 

AL- È H «di, JORASEDLREM FLOL He ACE m Wi 
方向 ， 以 ! 为 边界 曲线 的 曲面 马 ' 的 而 积 ( 如 图 3 一 8)，A1 为 流 


过 多 的 电流 量 。 当 电流 流动 方向 ， BI Ó Jr i] 5g n n se fao, AS 
Aarh, GBpAPTIYIIEDHRGXERCOARAI-Ó0c0s6AS, TE 


pH » dl 
UNI AS 


BIE 的 旋转 量 下 六 在 M 点 的 方向 变化 率 


一 二 -dcosb; M3—8 


. Al 
= lim Ae dcos; 


&5-d 


而 当 9= 90， 即 9 与 如 方向 禄 同时 ,cos8 = ]， 册 TIU RE 


为 6， 取 得 这 个 最 大 值 的 方向 就 是 6 的 方向 。 由 旋 庶 定义 , 故 
ie = rotH, 

即 静 电场 了 在 M 点 的 旋 许 ， 就 是 电流 (面容 度 矢量 ， 从 而 表述 

了 产生 静 磁 场 的 电流 ， 在 此 面 上 每 一 点 的 分 布 祖 况 ， 同 时 ， 也 

肥 喘 了 场 中 每 ~ 点 旋 的 物 熏 特性 ,所 以 ,对 于 静 磁 场 (6 0) 

是 -- 个 有 旋 场 。 这 是 H 的 旋 的 基本 特性 . 


€ gy e 


对 于 带电 场 已, 因为 中 互 ， 下 =0, 由 旋 度 定义 , 故 rotE = 0; 


即 静 电场 是 一 个 无 旋 场 。 这 是 E 在 施 方面 的 基本 特性 

这 样 ， 静 电场 互 与 静 磁 场 下 ， 不 仅 在 波 方 面 有 基本 区 别 ， 
而 且 在 旋 方 面 也 有 基本 区 别 ， 反 映 了 这 岗 个 物理 场 的 不 同 的 物 
理 属 性 . 

3.2” 施 度 计 算 与 性 质 ”下 面 我 们 研究 , 旋 典 在 空间 直角 举 
标 系 下 的 计算 ， 及 其 性 质 . 

定理 3,3 BREF ={F FF}, Fo, F, F Æg pE 
— EMOD, RADERATS M 


rMF-wvxF, (3.11) 
= aF, àF, OF, QF, OF àF, | 
KF = fèr. oF Fa l aF: aF,. OF: \ 
其 中 V oy Qz í ox ox : ax OY j 


证 明 ” 荆 / 为 以 取 过 MM 点 的 矢量 

为 法 方向 ,以 闭 曲 线 1 为 边界 的 曲面 (如 

图 3 一 9)， 令 C= vxF, n 3 n rig 

上 的 单位 条 量 ， 则 由 公式 (3.10 一 2) 得 
oM 


S LC € ` jii ss c cosg 
as | | f B3—g 


其 中 9 为 与 C 的 夹 角 . 348 = 0f, cos = 1; M mj. Ex 取得 


最 大 值 1C 1， 且 取 得 这 个 最 大 值 的 方向 ， 就 是 己 的 方向 ; 册 族 
度 定义 ， 故 
ee ES c 
定理 证 毕 ， 
定理 3.3 说 明 ， 对 于 笑 量 场 F， 存 在 一 个 描述 场 中 的 每 一 
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点 旋 的 变化 特 狂 的 矢量 放 度 场 ;而 且 把 求 旋 庆 rot F 的 计 
*, RE 由 公式 (3.11) 求 得 。 所 EL, 
Cn 
从 定理 3.3， 执 推 得 旋 度 的 基本 运算 法 则 ， 
(1) rot(CF ) - Crot F, 
Vx (CF) s Cy xF, 
(22 rot CF, +F, c rot F, +rotF,, 
V X (F, + Fs)= Vx F, tyx Fy 
(3) rot (fF) s f rot F * grotf xF, 
VxGF)-fvx F *tvfx r^ 
(4) div (F, xF) = F ;*rotF Fro, 
V (F,xF, )-2F F yx CP uet -VXF,. 


—* 一 > 


JURCOUDUENG DES, EFL DNE ES, HODEBHBS 
数 . 


EKE MONA. 
rot(f F) e yx GF) 
= (rot,Cf F),rot.(f F), rot.Cf F 5] 


= [91 ~ OTP, GfF. dfF, OfF, _ 9fF, 
ÖY ðZ ， dz Jx » oc oy | 


rot, Cf Fy= OfF, OfF, 


Oy à? 
zm OP. pôl S ðf 
1 t ET s "uu oz 


- f(x - EE (ais. 


二 了 Tot， F 4 (grodf x F Jas 
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IE RET RE 


rot, Cf P) = f(Es.— SP ) (OP p. 9f p.) 
* oz ez ^ ^g ox 


= frot, F + Cgrodf x F ),, 


rye ore ur (SFr y F.) 
x | y^ : -2 


— frot " + Cgrodf x F Wes 
从 而 即 可 得 (3?。 其 余 作 为 练习 ， 建 说 读 首 如 以 证 明 。 
旋 度 有 如 下 重要 人 性质 ， 
性 质 。” 尔 量 场 F 的 旋 度 rot F TE XEM Ex f EE — 25 pp e n Ef 
投影 ， 等 于 旋转 量 更 。 对 面积 的 方向 变化 率 ， 邯 


Oz ( rot F Me rot F "E 
3S "= "IET (3.12) 


其 中 而 为 区 方向 上 的 单位 疾 量 。 
事实 上 ， 内 定理 3.3 rot F =y xF, 又 因为 


oU pue x 
7e TVX F oen’, WMA 


(rot F Jh —- (y x F)z-vx Fan’ = DE A312), 


AGIDI, MREFA, RIOT a 4 
"nro E 的 反方 向 时 ， 则 名 5* 取 得 最 
AM, B9 = ~ | rotF |, 当 nn 取 各 直 于 trot 的 方向 时 ， 


BESI ü 


os ^9. 


例 14 RF -íx'cy, Byz— z!, cr) 的 旋 度 场 ， 及 在 
TON = 


SS 的 最 大 值 、 最 小 值 。 


THEE m 


E 山 公 式 €3. 119 和 例 12 的 计算 得 的 施 度 场 rot F = =Y 
TE 2 e 2r 13; 而 在 对 点 的 旋 度 fotF (MD (3, 
-V 7, -3h 出 旋 度 定义 ， 他 在 M 点 的 最 大 值 ， 即 为 


Ur 
(Sas rolr CM)| = VTB: ERE TEME, Oe 


EMAR h 


值 ， 即 为 (全 us vids. 8 然 ,F 除 点 I ANN 
有 旋 的 ， 

Diis 设 某 种 质点 MISI AR ZO, DLE Ait RE o = (o, , 
o,, o. MXOZSMENE PEE SN, WIERD HUGE RE BE V — o 
xs -OM- (x, y, zZ)OBS BS. xp 9», X v 的 旋 度 。 

E Y = p x E {Ve V. XY 


-io,z—o0,y, e,r—oO,z, O,U]—O0,X), 
OV. 29V, .., 
dy g enap 
Gh oV . 
" ES LC, y 
V, L Va ,0 
T 3U :3 


TÆ, V WEE 
rot V =yxV = (20,, 20,, 20.) 


-—- 
-20, 


BUV 的 旋 庶 是 吕 的 二 倍 。 正 让 于 这 种 关系 ,所 以 在 流体 力学 中 ， 
就 用 旋 度 的 模 是 否 为 零 判 断 在 运动 的 流体 内 是 否 有 江油 存在 ， 
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同时 也 用 旋 度 模 的 大 小 ， 量 度 旋 转 芍 快 槛 。 但 应 注意 ， 不 一 定 
非 要 有 加 周 送 动 或 洲 涡 才 有 族 度 。 
3.3 旋 度 场 与 艇 度 场 、 梯 度 场 的 关系 
CD 矢量 场 F 的 旋 度 场 ， 必 为 无 源 场 ， 
BI div POL = 0, 
7n BE Vr" VX F)-0. 
事实 上 ， 由 公式 (3.5),(3.11) 得 
div rotF v {wxF) 


(3.13) 


mE NO O e OF: E 
dr ay oz ^ Qy^oz ox 


十 


à ( dF, ex ob, 
Az ` Ox Qu 


_ oP, OF, gQ^F.,  à'F, 
Dao | orO2  JOUOs — dgyox 


jus ue 9 P aeg 
grz OHOZ 

CD 数量 场 1 的 梯度 场 ， 必 为 无 旅 场 ， 即 

rot gradf = 0, 

3.14) 
9h Bp vxvíi-zo 

事实 上 ， 由 公式 (3.3),(3.11》 得 

rot gradf = vx vj 


Es 9. 
[ay Maz» 


à f oj ) 
Gz Nay 7? 


afd arojfy arə əfəl 
EE, e) DEN OS ) x60 x 


= 一 


——-—— —- "— 


z[ 09. m. f aa 
[lazy  aOuOz' Draz  Oxoz' 
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《3) RE FP OSINEBEESETEBESS, TFAAR 
rot rotF — grad divF E I. (3.10) 
BU VXVXF VV )-v:F. 


事实 上 ， 由 (3.70 Xngrad divP —-yQy*F )， 了 而 由 (3.11) 
S > [oO[f90P 3F 
"2 | Do， GF, 
rot rotF —- vx yvxF im 3c 37 


e ð cs oe Or) vs “| 
Oz Oz ag /!| F 


- (277. oF: oF, oF, .. ii 
dzoUy — oy) j2! ^ àxüz' * J 


[2 F. , F, oF,. Q'F, 
Lor? * oów Ordy òr? 


-viF De FO- VEL] 


— VO e F)-y!F, 
BÀ (G.13: 0.1) ARRES, MEEF: Fas Fo, JHA 
DpxESB SE. 
CD ER KRC Ab MESS 的 旋 度 场 ， BC 
=rotE ， 则 任意 选择 aivE ae 神 不 影响 矢量 场 C 的 值 。 
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— —* AE ; E 
EET EUS ET: 


C,, Ch hrot F = —Vx F, 得 C。: oF, C - aF, 


F, SE JF, uos 
EM, Cs 2E Tt, ERA, voe HC. Cu, C, EAs 


这 就 是 说 ， 不 管 F 大 E 有 源 场 ， 还 是 无 游 场 ， div F cl F) 
选择 任何 值 ， 都 不 影响 F 的 旋 的 性 质 。 所 以 ， 矢量 场 F HRE 
GD SEE GO 具有 独立 性 ， 而 不 能 互相 到 代 。 因 而， 对 
于 矢量 场 ， 必 须 同时 研究 它 的 源 和 旋 的 性 质 ， 才 能 准确 地 反映 
场 的 变化 特性 ， 

上 述 四 种 关系 ,表述 了 场 的 空间 变化 举 所 形成 的 场 与 场 之 
间 的 欠 在 联系 .在 研究 场 各 有关 场 的 计算 时 ,常常 要 应用 这 些 关 
X, mmHg S. 


His BF die. 一 22y, z'-zh x divF , rot F 


F? 
graddiv PF, vi F ; 验证 div rotF = 0, rot grad divF = 0L 


1 7 " uS 
解 Ps= Le F,= -2a Fo-gj-a 


3 
JF. ae OF dF 
+ g = = E S 13 

gI ol Oc 
-9F. aa = 2Y, 

ai az 

oF, QE 2x, 

z eu 


于 是 ， diy F = 六 FF -z*-2z—31, gb, F 在 z 22z-1= 00 
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抛物 柱 画 上 是 无 源 的 ， 而 在 t- 22 一 1-C (CAO 的 抛物 E 
面 上 是 有 源 的 。 


rot F «gx F -(29, -2r, 0} 


grad diy F — vy ， E )y-vG?^-2z—1)5 
zi2z, 0, —2h 
[5] 9j rot rotF e yx vx E E VR |. (2H, - 2x, — 1) 
-(6, 0, 一 二) 
由 G.15 得 
v? F-wyQy Foeyxwyx F 
-(2z, 0, -2)-10, 0, -4j 
= (2£, 0, 2). 
div rot F vw XX F) 
—Ve {Zi — 2x, 0) 


9 (noce Ce day 
ot 


^ ar 


= 


-> 


fot grad div P -wx vv F} 
-vxizz, 06, -2) 
-— 0 
3.4 旋 度 场 与 场 积分 关系 ”从 定理 3.3 OL, KE HF 
JE ro F = VxF. _ 这 祥 ， 第 二 章 中 的 定理 2.2 (斯 托 克 司 公 
式 〉 就 表述 了 矢量 场 F 的 旋 许 矢量 ro F 穿 过 曲面 2? 正 M 的 
矢 通 量 || rot E» de RP AS MARAR UTE RREK 


联系 ) ise ate GF d, 定理 2.4 的 等 价 条 件 ， 表 述 了 
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A HUS AERA, Wrot F = 0 的 各 种 充 要 条 件 ，《1》 施 转 量 
PF- di-o © 线 积 分 人 F 而 与 积分 路 线 辑 前 无 关 ， 


只 与 路 线 的 起 点 、 终 点 有 关 。(3) FF 为 有 位 场 (参见 $1.3). 
所 以 ， 当 且 仅 当 矢量 场 F 满足 上 述 条 件 之 一 时 ,就 是 一 个 无 
旋 场 ， 即 rot F = 0。 
特别 ， 从 上 上 述 可 知 ， 有 如 下 命题， 
命题 1 无 施 场 与 梯度 场 ( 即 有 位 场 ) 是 等 价 的 矢量 场 . 
下 面 叙述 和 证 明 ， 关 于 无 源 场 〈 即 管 量 场 ) 与 旋 度 场 关 系 
的 一 个 命题 ， 
命题 2 一 矢量 场 F 为 无 源 场 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 另 一 R 
HG, 使 得 F =r G, 
证 明 充分 福 ， BF -rotG, 由 (3.13) 得 出 
div F = div rotG = 0, 
故 FERRA. 
必要 性 ， 设 divF -0, Bp 
òF, aF, OF. 


oz ^ op ^ gz 
A 
G, -| PF,Qr,U.2) dz - | i F.Cr,u,z, dy, 
一 I FQ, y, 2)dz, 
CG.-COE— B D. 
由 微分 法 容易 求 得 
OG. oG 
— 一 一 B de pne F, 
Gy dz i 
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9c. 9G. 


E: 
az dz í 
ðG, oT: 

EE OY 


Hrot G = -WX G, ATEC, MF - -rotG, 命题 证 毕 。 

应 沪指 遇 : qud DID S E pF = rot G f A REG. , 称 为 
矢量 场 F 的 矢 位 《或 矢 势 ) 或 矢 位 函数 . 

3.S 调和 场 与 调和 函数 AA S3 3.3 的 关系 式 人 47 知 ， 任 一 

R EHF 本 身 的 散 度 div 与 旋 度 rot F, 是 没有 必然 联系 的 。 
于 是 ， 引 进 如 下 概念 ， 

REX f -个 矢量 场 下 ， 既是 无 源 场 (Hy div F 20» X 
是 无 旋 场 《 即 rot F =0)， 刚 F 称 为 调和 场 。 

甩 以 ， 调 和 场 蚌 一 - T BE JC 08 VEA TES C 

MEF 是 一 个 调和 场 ， 则 由 于 rotF = 0， ONE — Ad 
BE. BIERA SU(GQu,2), qi. F -gradU, X H 
于 diyF -0， 则 有 div gradU = 0， 从 公式 (3.6) B43 


vU-Q (3.16) 
aU | g?U | gU 

Bp 5E SE: àg* TEL 0, 

E, WSREEAUS DBGBDDUSEBUFS (3.16)}， 这 是 一 个 二 阶 线 


性 像 微 分 方程 ， 称 为 拉 普 科斯 方程 《又 称 调和 方程 )。 因 此 
定义 ” 凡 满 足 方程 wzU = 6 的 函数 UGO 2, 称 为 调和 应 
». 


例如 在 原点 的 点 电荷 4 Biz EU M USE 除去 点 电荷 记 
在 的 请 点 外 ， 由 于 div E 0, rotE = 0. 所 以 ， E( 除 原点 外 ) 
是 -- 个 调和 场 。 因为 E = —-gradVCV 为 电位 )， 从 而 YY 是 一 调和 
WE. 
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ERE, EF 是 一 平面 场 : F =F (D (PQQFQ OP 
aF, _ aF, 


为 调和 场 时 ， 由 于 rot Fo = 0， 即 人 一 所 二 = 0， 则 存在 位 函 


U = UKz,y)， 使 得 已 = gradU， 即 有 
oU. F,- 9U 

ac QU 
HURE TARE 


Ux, yD UCE, Ho) 2 F.(r,u,) dz f’ F Cx, ydy 


(3.17) 


(3.18) 
C2 0,2: 35C2.11—15)5. 


oP, _ 
AY 


又 出 于 divF-0, BẸ oF, 
OT 


十 
=F, WIDMDCEG = {Gs,Gs}， 因 为 有 


ox QU Qu Qu 


故 rot G =0。 于 是 ,又 存在 位 函数 Y = VCr ,内 ,使 得 G = gradV, 


Bil 
cime nod. |. oV 
F, = - PF, = m (3.19) 
比较 (3.10 S (G.19 式 ， 可 得 
了 at aV 
QU ..av gU eVY (3.20) 


ac ðY’ öy ox 


A (3.20 BIB TOPER EUÓV (假定 U，V 有 二 阶 连续 偏 导 
数 )， 可 引出 方程 
viU =0, ViV=0. 
KLU U, V 邦 是 满足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 调和 浮 数 ， 称 为 二 
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元 调和 通 数 . 
定义 ”满足 条 件 (3.20) 的 调和 画 数 U GE, V EV nut 
Siu dt SE URL EEG. 
值得 注意 的 是 ， 复 变 函 数论 中 的 函数 fz iy) eut) 
fir(z,8， 此 处 ;为 吕 数 单位 ， 为 某 区 域内 解析 函数 的 充 要 条 
件 是 ，7 在 该 区 域内 可 微 且 处 处 满足 CR ( 柯 西 一 黎 曼 ) 条 件 
Ou OY QM | Qv 


òx  Oy' Oy Qr" 
DO ME MARR ER u, o RER v, p TUE pl 
函数 。 因 此 ， 茶 件 (3.20) 就 相当 于 上 述 的 CR 条件。 解析 函 
数 与 调和 函数 的 这 种 联系 ， 对 于 求解 二 维 调和 方程 是 有 用 的 。 
例 17 验证 F = {~6ry，3y? 一 3x^) 为 调和 场 ， 并 求 共 fg 
调和 函数 . 
MP P.-—6zy, F,=3y* 一 37:， 则 


OF , . 
dc = = Ey +t ÊY = Ô, 
de — y á 
ar 3E, ; 
p uo e e 


故 yor F = 0, vxF- 0; 
从 而 是 一 调和 场 。F HJfrp AU, B3 (3.18》 有 


x = (3U* ~ 3x?*)dy = y? ~ gety, 
u 


BD U=y' = 3r y APRA AE PuctU dk SSUDRLELEEV, 
lH (3.20, (3.18) 得 出 


~F - 由 
V = | ng da: «| ( —6ry»)dy 
» Ü ü 
-cr!c-3ry' 


Bils iF ={1+2r- 5y, áy- Br 72, — 62 7yM, ER 
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—- 
F 是 否 为 调和 场 ， 

S P.-i-2z-5y, F,-4p-5r-472, 
FB.--6z-cTNi l 


àF OF, QF : RES 
LU OT ox PERUANO, 到 — — b 
EY, ds ET A, oz E} 
EL oF, = 0 ÒF, oF = 
ðY — Oz ' ge aa t 
OF, or 
OX — p 
[^ Y * re —-0, Vx To = 0; 


Bibl, F 是 一 个 调和 场 ， 而 F 的 位 函数 〈 即 调和 函数 ) 
u= Ci + 22x)dx 2 ay 5x dy af (— 62 7y)dz 


=g + r? +29? — Sry- 3z5 + Ty2, 


容易 计算 得 ViU =0. 


H19 设 吕 =zy 是 一 调和 上 师 数 ， 求 它 的 共 辑 调和 臣 妆 Y。 
MP 由 (3.20) 得 出 


az dy C" 
AOU I oV = T. 
OU Qr 


出 (G.18 可 推 知 
v = N — xdz + ['udy = Ly: — i?), 
g 0 2 


EARR. Tu EDT Bgc5 SE VADE pg 
V-lqoi5ec 


* 
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$4 场 的 确定 性 、 各 种 关系 表 


前 面 研究 了 数 董 场 的 梯度 ， 矢 痢 场 的 散 度 、 旋 度 ， 用 它们 
来 描述 场 的 变化 特性 。 本 节 ， 研 究 场 的 确定 性 问题 ， 并 且 把 场 
的 积分 、 微 分 及 其 何 的 关系 和 场 的 分 类 列 成 岩 . 

4.1 场 的 确定 性 从 本 章 8 1 一 83 知 ， 在 相当 普遍 的 条 
储 下 ， 数 量 场 存在 梯度 ， 和 矢量 场 存在 藤 度 和 旋 度 。 那 么 梯度 、 
散 订 和 旋 度 可 否 唯 一 确定 产生 它们 的 场 呢 ? 这 就 是 场 的 确定 性 
问题 ， 有 如 下 定理 ， 

定理 1 数量 场 1 由 梯度 场 grad 和 了 在 基 一 定点 M。 的 值 
JMO 所 上 唯一 确定 。 

证 明 uf fly A RU. HG 

gradf, -gradf;, fiM, = faM). 
令 | 
则 FM = Mo) fMi) = 0, 
gradf = gradf, ~ grad/ , = 0, 
aa -dt lo, 


HA pA? {参见 第 一 章 33.3 
fiz,u,2) - Go uo, 2.) 
—fiG5ubgse)) —fiC395 523 5 

其 中 (zx,y,2) BE ARM AES, (zu ,Vo ,20) 为 Mo 虞 坐标 。 
于 是 有 AMD)=0。 定 理 证 毕 . " 

定理 2 ”矢量 场 F 由 散 度 场 div F 、 旋 商场 tot F 和 边 信 条 
御所 唯一 确定 。 O 

证 明 BF, F; 为 两 个 矢量 场 ， 且 有 
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rot P, — ror F., diy F, = div Fas 


TIZER O HT PI TR t PR rR, Ep 
CP1): = (F,)? 〈 这 是 边 值 条 件 )， 
令 PARSE 
Eu rot FO -rotF, :~ ro P, =0, 
div F -divF, - divF, zu 
C»; Si. EP 2:-0, 


从 而 ,FF 是 有 位 场 ， 设 位 函数 为 Q， 即 已 gradU, 
于 是 VU =0， 和 由 于 0 在 方向 上 的 方向 导数 -= 8tadU);， 


故人 -= LF ); = 0。 应 用 说 宁 第 一 公式 [ 即 (3.8 一 站 式 ], 则 有 


jjiceraawy sav =0 

从 而 有 F = gradU = 0, 
定理 证 毕 ， 

上 上 述 两 个 定理 ， 表 述 了 产生 梯度 场 ， 散 度 场 和 旋 床 场 前 
“ 母 场 ”的 唯一 确定 性 。 这 正 是 表明 它们 在 研究 数学 物理 问题 
中 重要 性 和 基本 作用 ， 在 第 五 章 中 ， 将 看 到 英国 著名 物理 学 家 
FME Max Web 大 胆 而 成 功 的 工作 所 获得 的 柔美 的 结 
m. 

4.2 场 的 各 种 关系 甫 ”下 列 各 表 中 ， 卫 ETT 
取 外 删 ，2 为 卫 所 围 的 区 域 ，! 为 闭 曲 线 ， 马 /， 卫 ”表示 以 王 为 
ARRA, Hug, maa F CMy、fCM) 分 别 
ERER KESZ, ET EAR. U =UCM) RAAM, 


C 为 常数 ，| ， 表 示 线 积分 与 积分 路 线 无 关 ， 而 只 与 路 线 的 起 
* 了 


HM, eese sf Ee Ih 表示 则 面积 分 与 曲面 的 形 状 无 


闫 ， 而 只 与 晶 面 的 边界 曲线 及 其 方向 有 关 : D, ZUGE 
边界 1 且 保 持 正 向 联系 的 任意 曲面 .记号 «9 "或 eR" 表示 
af ON 80. "41H — T3 P^ ERCIEB CT ES. 


Él E 分 XX 系 
i F-a- ffe FdV ( 奥 高 公式 》 
fe dic Jlvxr- .dS 《斯 其 克 司 公式 ) 
E Y w 分 x R 
divgrad f — y? f 
npe eradf | | v: GD- vif 
n vi N rotgrad f —0 
j Vx v=0 


grad div F 
VO FE) 


一 一 一 一 - 


div rot F = Q E 


viU X P ) 20 


VxvxF- et um B EM 
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w3 积分 与 微分 关系 


一 入  —- —- ”大 :一 > 一 六 一 天 -> 
Qr -as-oc— v- F -0<>| F -dS = || Fä 
E 1 "Es 


I 


— 一 天 —- "MHO —> 一 > 
pF.d=0<> vxF-oc| F -dle F -yU C) 
I 


M, 


94 场 的 分 类 
| 有 源 场 F 
数 度 场 div F -£0 
e| ap | 一 EHESF 
有 y a rei Pd — 
A E [onum =0 | 一 
F | 一 一 一 一 
旋 Heo | 
| rot F 
. i NEN 2 
《矢量 场 》 调和 场 下 
| -| divF =0 
pure eA [set [iode 
Ju ih | rot F — 6| 
I ——i 


grad f *——-| 1 


* 114 


^ —* 


B.dS-pn0 
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(eden, E 为 电场 强度 ， D =s ERMER 
月 为 磁场 强 度 ， B= up 五 为 磁感应 强度 矢量 ， Pp 为 电荷 ( 体 ) 密 度 ， 
65 为 电流 CHD 密度 和 朱 量 ，g 为 忆 及 其 所 者 的 区 域 人 上 的 总 电 


fr. TAi 过 t) AABE AR WE SERRE EL E mit” mut 
Ho AERE, subi. 
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TRUE  IEGEIBZRAS ER AA 3 ARIA 


TrÉ mJLWUB. SDIBGUOBBEEIOREEM. SR EREE 
率 ) FAS., GE 与 坐标 系 的 选择 无 头 的 。 它 反映 了 这 些 概 
念 客观 性 ， 给 予 人 们 选择 适当 坐标 系 的 自由 ， 人 恒 了 于 进行 更 有 效 
的 计算 、 出 于 空间 直角 澡 标 系 ， 是 最 基本 、 遇 常 用 的 坐标 系 ， 
所 以 ， 前 面 凡 理 ， 我 们 集中 地 研究 了 场 在 这 一 坐标 系 下 的 衷 达 
式 和 计算 方法 ,这 当然 也 是 十 分 重要 的 ,是 研究 其 它 坐 标 素 下 场 
的 计算 基础 。 但 在 应 用 上 ， 只 使 用 直角 集 标 系 ， 是 不 足 的 ， 有 
时 会 导致 计算 复杂 化 ， 因 此 ， 本 童 引 进 空间 正 交 曲 钱 俘 标 系 ， 
并 研究 在 这 种 坐标 系 下 , 场 的 各 种 表达 式 和 计算 方法 ， 这 样 ,我 
们 在 应 用 上 上 ,就 可 以 极 据 问题 的 系 件 ,合理 地 选取 坐标 系 ， 使 计 
算 简 化 。 


S81 空间 正 区 曲线 坐标 系 


本 节 我 们 以 直角 坐标 为 基础 ， 建 立 空 间 正 交 曲 线 坐 标 系 ， 
而 且 特 别 讨论 ， 作 为 它 的 特 贷 的 柱 面 坐标 系 和 球面 坐标 系 。 

1*1 正 交 曲线 坐标 系 Pw M, HEA Æp 
(Gr,U.20. 知人 存在 一 一 对 应 的 变换 


下 二 (动人 ‘T= rH, V, W), 
sn Y, Z), Ry = uu, v, wj, 
Wo WC, WU. 2), | = Z(H, U, wW), 


则 C4，v，w》 称 为 M 点 的 曲线 坐标 、 三 族 曲面 
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=E U= Cr, Woes CHibo,, Cas Cs 为 常数 》 称 
为 坐标 旺 曾 。 这 三 族 曲 面 两 两 相交 ， 得 曲线 族 


U= Cays 
| Shu di Rd 
OO — Cu, 

H = , 
| el 称 为 "曲线 族 
OV oc Ca, 
人 = Čip DAES AT, 
U= Cys 


称 为 坐标 曲线 族 。 mA Bm, Fu, v, wK 
说 ,都 内 有 共 中 之 一 变化 ,而 其 余 二 个 不 变 (例如 ,曲线 族 中 ， 
v, WAS, MEIL h ERA, ERRER E, Sy, 
z 具 是 #，v，Ww 中 一 个 变量 的 函数 ， 而 在 每 一 些 标 曲面 上 ,x,y， 
zH du, v, wsp 4E BEBE Cu. Eu RE, =ru, 
Cs, Ca), zHdÉui up, "üEHIWIR-—c;Lb.z-2zc,,v,w)5, 
I 只 是 uv，w 的 子 数 )。 

这 样 , 室 间 中 任 一 点 都 是 三 坐标 明 面 或 三 坐标 得 线 的 交点 ， 
mHE RAEE (un, v. w) 与 室 间 点 型 一 一 对 应 。 

如 果 三 旅 坐 标 曲 面 (或 曲线 ) TRER, E, EARE M 
面 的 交点 多 三 个 二 平 面 (或 三 族 坐 标 曲 线 的 交点 的 三 切线 ) 两 
BEHEA, MP (4. v. wO 为 空间 点 的 正 突 曲 线 坐 标 。 我 
位 规定 在 该 点 的 切线 正 向 上 的 单位 矢量 m 
"RPPECTTE. 曲线 党 标的 基本 单 
位 矢量 《如 图 4 一 1)， m 

TqGETEIEdEHUZESABRGA B, EAA 
C ADEPE ur 

f= 1(M) =f, v, w), 
FE FOM) = Fu, U, W) 


. J18- 


= Fe +F "i HU 
-(R, F, FÒ, 
其 中 F.，F,，F. 是 4，v，w 的 数量 函数 ， 表 示 F 在 6,， 
方向 上 的 投影 (或 称 举 标 )， 

1-2 柱 面 坐 标 系 ”这 是 一 种 常 用 的 正 交 曲线 党 标 系 。 设 
空间 点 M， 其 直 骨 坐标 为 (z，#，2z)， 在 XOY 平 面 的 投影 为 P， 
A&OP-r, OPIX 4hiE Gg Je fao, m (C, 9, 2» 称 点 M 的 柱 
面 侣 标 〈 如 图 4 一 2) A EE Ha SM PCIE ft 96553 ET E BR CIR 
原点 外 》 对 应 关系 为 


"x = reos, 


—> -> 
€,, € 


+ p 


H 


(12 <4 rsing, 
7 = fy 
即 
( rua teg, 
rugs arctg, 
m 


z-2, 
其 中 OxreL6c0, OKIL, -odze 
面 为 


r= ci， 即 以 z 轴 为 输 的 图 柱 面 ， 

8e= c, PPZ R EE E, 

z-c,, Bp. XOY HFA RFE.  — AB bg t £x og 
)8—6,, 

IP = Cos 


印 起 所 在 Z 轴 有 旦 与 XOTY 平 面 平行 的 射线 ? 
f — C1, 
Z= Cga 
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EIA 4 YE Z ýh ELE; XOYE pri AP 3 858 eil Fd s 
I Cit 
0—-20;, 
即 与 Z 轴 乎 行 的 直线 。 显 然 ， 三 坐标 肌 线 在 空间 任 一 点 ( 除 原 点 
外 ) 是 亚 交 的 ， 其 基本 单位 矢量 ， 记 和 帮 e,，e，8-。 于 是 ， 空 
闻 点 国 数 可 以 表示 为 
[5fOn-füo, 6, 2, 
F -F(M)- FC, 9, 2) 
- Fe F, e, 4 Fue, 
- IF, F, Rete 


因为 宝 间 人 尾 一 后 《 除 原点 外) 总 是 在 茶 一 圆柱 面 上 上 ， 所 以 
Cr, 0, z) X ER IBI EE A en, 简称 柱 坐 标 ， 

1. 3 ”球面 坐标 系 ” 这 也 是 一 种 常用 的 正 交 曲线 坐标 系 ， 
EZAM, REAREA (XY，y#，2), 令 |OM|=r,r EZhiE 
17] 3:58 490, OMTEXOY S-]RU IS] T COP 与 X 轴 正 向 的 夹 角 AP, 
Jj (r, 0, v) PRAMRERH SES CHIEIA—30. JAPTEX TR WIE 
线 得 交点 4， 因 为 P 是 M 点 的 千足 ， 则 DO4 = rz，AP =y, PM = z。 
H1 HH LBJÉEOAPAR, r-OPcosq, y= OPsing, X dft fa — ff 
JEOPM&g, OP-rsinD, Z = rcosĝ; 
q dé. MARE AHER 5S ERTE] AE b 
WIEREN 

x -—rsinÜcosp, 

(2) ~y s rsingsing, 

z = reos, 


Bp 
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(Ios Et ma, 


| : 


i B -arc cos -m T 
”十 LZ zi 


, = arc FE 
>g ; 
a 


其 中 Krao, KILT, KPL, ERE pn ih EA 
rzc,, BPLE A A L KIER his 
8—-c,, Büvi RAP. Z4h7u ume wb 
g= cg, HIZAR EY D. 
zx RA 
[f= zs 
p= cys, 
即 以 坐标 原点 为 起 点 的 射线 1 
Tl 
即 过 MM 点 的 半 贺 弧 ， 
F—- Ci. 
NM 
RMA- GEZ RBS]. REN. I55 ， 在 空间 任 一 点 CR 


RAD EER A A a. 
EE ARKA. H RA 
f=1(MY - fir, 8, p) 
五 = FOD- FC, 0. q» 
= F, E + F, E -F Ee 
= {F., FQ FLY, 
因为 空间 任 一 点 《 除 原 点 外 )》 总 是 在 某 一 球面 上 ， 所 以 人 
们 把 C, 9, v) 称 为 球面 坐标， 简称 球 坐 标 ， 


* T2171 * 


RZE IHE E., EREE (Cn O0, vo) H, ZOROM BOP 
HAREA (如 图 4 一 4), 此 时 ，8 从 z= 0 的 平面 Xi. EZH 


0-^, EZM = — —. ANTT «0« 7 TM AS IO YCAR A 


fo ERRIRE RR, EA 
r= f cos cosp, 
P 
‘Zz =r snp, 
RROK, -TKK «p«r 
这 种 对 应 关系 与 前 面 一 种 对 应 其 系 的 作用 是 
相同 的 ,本 书 使 用 前 一 种 对 应 关系 ， 
对 于 空间 直角 举 标 ， 显 然 臣 正 交 曲线 坐标 最 简单 的 特例 ， 


此 时 ,WW=X， v=sy, w=z2, 


$2. 场 积 分 的 表示 


在 第 二 章 中 ， 我 们 讨论 了 撩 通 量 ， 旋 转 量 以 及 通 量 穿 是 这 
三 种 场 积 分 及 其 在 直角 坐标 系 下 的 表达 和 计算 。 应 用 上 ， 为 了 
将 直角 举 标 系 下 场 积分 变换 为 正 交 曲线 坐标 系 下 的 表示 丈 ， 除 
了 直接 使 用 两 种 坐标 对 应 关系 进行 代 换 ， 把 所 给 曲面 方程 、 击 
线 方程 、F 、f 用 正 交 曲线 坐标 表示 党 ,关键 的 在 于 把 出 面 元 素 
矢量 dgS3、 明 线 元 素 矢 量 d!、 体 积 元 素 gy 表 示 为 正 交 曲线 坐标 . 
但 是 这 并 不 能 从 坐标 对 应 关系 式 直接 代 换 得 到 。 本 节 就 来 研究 
这 些 元 素 的 正 交 曲线 坐标 表示 、。 

为 此 ， 设 7 表示 空间 点 M 的 位 置 的 矢 径 Cl BRA—55, Bp 

Fr =r ew, U, W) 


-r(u, v,W) d YC 0, w)] 
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4- ZH. U, w)k, 
dl, di, di A LEM Ka B e ER 
曲线 的 朋 线 元 素 。 因 为 ， 在 4 曲线 
E, nn 所 以 此 时 


r= (i P TER "Aet jdu, 
Ölt Qu Qi , 
i dL, = |dr| ! 
"s 图 4 一 5 
NP ONE TENET NEM 
/ ET ) E 7E n 
E (8 TIEREN " 
rd -4 GS + (H) EI $ (4.1 1» 
Bu dl, —-hu,u, (4,1-—2)5 
HATER E, MAVE {k l EEn IH 
h, = DT， 2 J- "m 1 a2 "us (4 NL 1) 
a QU ) ( DE ( E d 
di, -h du, (1.2—2) 
而 在 Ww 曲线 上 ， 具 有 w 变 化， 同样 可 得 
n, f (192 y tL (90 y (92 V (4.3—1) 
Vw) haw) "hw? ， 


d£ = hg dw , 
de Ul. Ra uP Hp E disE CERRAR. 
HERI GE. EIE h iR ARA v. 完 间 曲线 [的 曲线 元 素 矢 


(4,3—2) 


H 


+ — 


di = h, du e, et H dve uo +R, dw ey 
= {h dt, h,do, he dwj, 


(4.4) 
从 而 ， 三 坐标 曲面 元 素 为 


昌之 于 二 


dS, = dl dl, = hh, dodw, 
dS, = didt, — hh, dudw, 
dS, = dhdi, = hh, dudo, 
于 是 ， 空 间 曲面 之 的 曲面 元 素 拓 最为 - 
dS = ds, e, 4-ds, €, Eds, €, 
= (ds, ds,, ds, 
Vid zi IRI CS, 如 的 体积 元 素 为 
dV = dl,dl,dl, 
= hh hdudydw, (4.75 
由 上 所 述 ， 可 以 看 出 ， 在 正 交 尚 线 坐 标 系 下 ， 民 ，4S，dy 的 全 
标 表 示 ， 都 多 了 相应 坐标 曲线 上 的 度量 系数 ， 这 是 特别 值得 注 
意 的 。 


现在 ， 我 们 将 上 述 所 得 的 结果 ， 应 用 于 柱 坐 标 系 、 球 坐标 


(4.5) 


(4.6) 


S. 
对 于 柱 誉 标 系 ,0,2)， 根 据 对 应 关系 (号 】， 因 为 
Ox cos 8, ou = sin f, 2z, = 0; 
E gF à 

ET f Al dz 

s rsin ô —-rcos0, -=A 

ET i ' 98 ^" 

Qr _ . JY, = 0, ie x Is 

àz Oz || gz 


于 是 ， 从 C4.1 一 1)、(4.2 一 1), 


(4.3 一 1) 算 得 度 盟 系数 为 
hkh. — 1, h, Lat h "T i. 


(4.7) 
B] M CA.40, C4,50, CA4.6), C4. 701118 

di - [dr, rd8, dz}, 

dS = ird&dz, drdz, rdrd6), (4.8) 


dV — rdrdüdz, 


= 174» 


对 于 球 举 标 Cr,0,P)， 根 据 对 应 关系 (2)， 因 为 
e : , oH . : Az 


E ex osy. E. = sinsin 97 .cosó 

5r sinBgcosp, àr i Paso , 
cm — rcosBcosg, 2k = = rcosPsing, I = —r8in 日 ， 
ðr -€— OU las oz _ 
ST. -= —rsinüsin —". —rsinOcosp, —— —- (0, 
ae uu ' o9 

i FPE, MGLI—1), C4.2—00, (4.3—10 EB FE BO 
h,-1, hg-r, h, = rsingy (4.9) 


— 
di = (dr, rd0, rsinOüdg?, 


dS = [r?sin8d8dg ,rsin6drdq ,rdrdad}, 
dV =r:sinddrdBdoyp., 
这 样 ， 在 正 交 地 线 坐标 系 下 ， 场 积分 可 表示 为 


QF «di = FA du + Fh du + Fuhudws 


(4.10 


F a dS - dF Jt hu dedw  Fhhdudw + P,hh,dudv; 


E 


([fre- ji fuh hududodw, 


| j $ 3 场 的 空 UIDES TX 


AANE ADEE, GEHE. VERTEER RBR TA 
表示 式 。 设 数量 场 1= fu, v, w, Ria F (REGES, Fu}, 并 
EEI, F Fo Fu 对 于 ww,v, 名 ,有 连续 偏 导 数 。 
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_ x of 1 öf an 
-lz Qu^ hu Ou he wl’ (4.11) 

mex b, Ubi exp M 点 的 任 一 给 定 方向 《如 图 4 一 6， 由 
(4.1—2), (4,2—2», €4.3—2»5u, AEE r ES pets, 


au 上 的 投影 ， 分 别 为 
Au = Alcos a, 


Lu 


AU z.-Alcos B, 


Aw = A Icos y, 


E] 1-—8 
H hA = JAH, cosa, cosB, cosy 7j 1 8 HE, We-i, 
e), B-CL,e0, v2 Cl e)s Elt, HEMA T HAS 
Fir 
Òf lm S -iim dom 


a oA a. Al 


zy i5 = Ivficoscef , 1*5, 
其 中 为 久 ->0 时 ， 上 比较 高 阶 的 无 穷 小 量 ,1° A Ug f RS 
. 726+ | 


显然 ， 当 (PT ， I^) = 0 时 ， costy, I" = 1, X- Pi X 
fis HBE, HETROLID. 
XPTHGgEERCO,6,2, BL, XGL.11M&R 
gradf = yf = [97 d. òf ofY (4.12) 


- * ETE A. 


对 于 球 举 标 Cr,96,89)， 由 {4.9)，(4.11) 得 


gradf -y7 = | 12i, LÍ. 25]. — Ga 
3.2 KERTA 
div F-g«F- T E: (FA, ) 
* -2 (F hahu )* L (Fuhh. )| | (4.14) 


SLE, RME, HRH hj e AR, viu tAv, wW 
与 w+ Aw R ERIRE RAARD, TE r ERAF 1; 
AET, PRH Bexidi£Egn[AL,. AL, AL, FÆ, 
容易 知道 二 所 围 的 体积 4Y 为 


AV = || [nh dudvdw 


be 


e aen 
u 


Jy de 
= d RS AHAVAW, 
其 中 品 为 了 所 围 区 域 ，[…]P 是 利用 
积分 中 信和 公式 的 结果 ， 是 0 内 某 点 P， 
intà. Ei4—7 
*hTWEREFOSHBIOHAGS. WARME F SERIE 
PEX RISE frd E AR HE. 因为 FRI MMMM) 与 


Pett 


" hh ħa dududw 


-.127 * 


T MMM Me 两 平行 曲面 的 舌 通 重 ， 不 难 者 示 


P, d) as « [[ 


E 


o — 


F «ds 


p+ ar rm dan 
BS | | r JC + AHU, — PU yr wY} | 
. hh dvdw 


二 J 
= | | | i M | Audydw 
v NE Qu Pi 


zl 9 CPFh hh. | AADAW, 
Qu P, 
其 中 [… 


Te, 是 利用 微分 中 值 公式 的 结果 ， 是 取 Au 中 RAP W 
值 ,[…]r, 是 利用 积分 中 值 公式 的 结果 。 是 取 吕 内 某 点 Ps, 的 值 。 
同 理 可 求 得 下 穿 过 其 它 两 对 平行 曲面 的 矢 通 晶 


P, s ES (F,R,A,D In : 


d. 二 EA. Ia 3 


ik F SFIR M ROB AS RE 
o, = $r .dS = «D, +D, 

于 是 ， 在 div 下 = iim EU H, âu, Av, Aw, HEHEH, 

pù 
7$ ES EAS CA. 140. 
BO.ID, CL14) X B [48 8] 
E -— > Č us l Q (au Ie f 
vif-v-:D Ax Su £5) 


L9. ( Pha 0f 
Qu^ Me gv 
» 1258 


af 


ud CHO IOE (4.15) 
w` h, Aw” 
XPTESBBRO.9,2), :HCAL D, (4.10, (4.15248 
EIS Dus 1 à 1 oF OP, 
=> * =Z — 一 一 一 22 — 
div F =y e F nt ROG am e 
(4.16) 
24 1 ð GIA af af -— 
ME oes a a DU 3G (4.17) 
X| TIRAS O.9,40, H(4.90, (4.14), C4, 15018 
"o ANNE 1 ò 
div F -v« F - -z mid 36 (SiInOF,) 
1  àF, E | 
Un ap" (4,18) 
2 T o i pł of à " 1 
vs ri jr ori rosing S; (sin eor 2) 
1 oF | 
rísiniü dp RUM 
3.3 MERTA 
rot 下 -wx 下 
.fí 1 E à, ] 
= 一 -| LF h> m Eh. 
[TR E Cho - 3 Eho ], 
x5 S eF w) = 3- CEA] 
h at ty ow M at n à m * 
] EX N a PEPE T 
hA, L ou FA) ! x Guo (4.20) 
事实 p, T EE X STE Epp ; Gill 4—7) 其 
PP E MM, M,M, M,M, M SM GARE. FA F Gin 
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dh COEGUm y 


D = F.di 


n- di 
= 一 | |F, (H,U AD, Wo Aw) 


-F (u, Ut AU QU) | pdv 


wadu 
+ | [Rt J 


w 


— Fo LU W 十 Aw) 下 M 


n 


^Y dd y 
一 | Bb (Fh, ) | Awdo 


cQ 


"ur4 idum 


. 5 Phe) | Avdw 
SE i 


hi^ 


t 


(F.A, »L AWAN 


Qw 


Ts CFR a AvAW, 

Am], [Jp 是 应 用 微分 中 和 值 公 式 的 结果 ， 分 别 是 Aw, 
An 市 基点 Pi， P ,的 值 ; En, 天 利用 积分 中 值 公式 的 结 
果 , 分 别 是 4p，4Aw 革 点 Ps， 己 ,的 值 。 又 因为 了 :的 面积 ， 可 表 
MAAS,- FRpu]p Araw， 其 中 […]jr, 是 录用 积分 中 值 公式 的 
结果 。 从 而 在 


(xF), -> ex 


4S, =o AS, 
中 ， 当 Av，Aw 均 趋向 于 零 时 ， 容 易 得 到 


xr 1 | | 0 
(xE yk EXE. 9 (Eh. E Uu. 
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问 型 可 得 


1 |2- à E | 
bow -= ri —- 2L D 
(FXE, E Fh,) CF, hy 


xF: E u -2 
Y, x NEL JH 
c ha a e t) |, 


Bpfgc4.205. 
XpT REA ASC.0,22, MICA, TD, (4.204 


rotF =pxF -1 or oFs OF, OF. 
du +r g6 oz ' az Or 


i 1 OF l | 
E pue P 
c QUE 38 | (4.21) 
由 :P=-yx(vVxF)y-y(V*F)， 又 得 
> 3F. F 
aF ldyip 22 9E 0 F. 
v Y Qe d 
2 4. 02 oF, — F; 72 i , 
V poo cues VP (4.22) 
对 于 球 举 标 (r ,96,9P)， Pu. 《4.20) 得 
—- —- 1 
IOtF =ọ xF s 
na | rsinó B CS 
一 1 oF, d e OF, 


rsinü gp’ rsing àp 


= a 7 m poni pu i. 


而 且 可 得 ， 


FF, v^F pum 
d YS y me r? a0 


. 137» 


F, 2c0s8 AF, 


ief ded nen — M I 
rsinB  r-sin'8 öp’ 


r*sin*8 


V iE 了 


+- 
r 


sin^ü gp rsing oo | 


2 co 2P, , 2  3F 1| — qq 
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第 五 章 ” 场 论 在 电磁 场 理 论 中 的 应 用 


电磁 场 理论 与 近代 科学 的 发 展 有 着 十 分 密切 的 关系 。 场 论 
在 电磁 场 的 研究 中 ， 起 着 极其 重要 的 基础 性 的 作用 ， 

电磁 场 理 论 , 是 直接 研究 电场 强度 本 ,磁场 列 度 囊 及 其 在 空 
间 中 的 分 布 规 律 的 ,研究 无 线 电波 在 介质 中 的 传播 ,对 无 线 电 术 
系统 进行 总 体 设计 时 ， 在 发 射 机 的 输出 端 与 接收 机 的 输入 端 之 
间 .都 必须 通过 求解 场 商 获得 电磁 场 分布 , 求 电磁 场 的 分 布 ， 就 
是 求 出 场 中 每 一 点 吾 和 王 。 由 于 大 多 数 电子 工程 中 否 和 三 都 是 
未 知 的 待 求 的 置 ， 知 道 的 只 是 场 由 各 导体 的 大 小 . 衣 面 形状 、 导 
体 间 的 电位 名 ,相互 位 置 介 质 分 布 .初始 状态 等 条 件 ,因此 ,求解 
BARDE, ARENE 必须 满足 的 置 变 规 律 ， 就 显得 十 分 重 
ET. 

本 童 ， 根 据 场 的 物理 性 质 ， 应 用 场 的 数学 理论 ， 引 出 电磁 
场 的 基本 方程 一 一 塞 克 斯 书 (Maxwell) 方程 ， 然 后 ， 从 车 本 
方程 出 发 ， 推 导电 磁场 主要 表征 置 ， 所 必须 满足 的 微分 方程 ， 


$1 连续 性 方程 与 麦克 斯 吉方 程 


电场 现象 和 磁场 现象 ， 并 不 是 孤立 地 存在 的 ， 因 为 当 电 蓓 
作 变 速 禄 对 运动 时 ， 它 所 产生 的 电场 基 变 化 的 ， 从 而 又 产生 变 
化 的 磁场 ， 而 变化 的 磁场 ， 允 将 产生 新 的 电场 因此 ， 变 化 的 
电场 、 磁 场 间 是 互相 联系 、 互 相 制 约 ， 形 成 统一 的 电 袜 场 。 所 
以 ， 把 电磁 场 分 为 电场 和 磁场 只 有 祖 对 的 意义 、 


= 133+ 


具 第 三 章 中 我 们 知道 ， 对 于 静 磁 场 有 


V LH = 5 3 (5.15 
因为 任何 旋 度 场 都 是 是 无 源 场 ， iX 
yV CVX Hoy- idc (5.2) 


fo T 5&BJW3SquB MES GRDERHWIZEI,(05.12.€5.25 仍然 
正确 吗 ? pgs p. SEHDRRAGHIx REED, aA A 
先 注意 刘 电 访 的 连续 性 问题 ， 而 且 在 解决 这 个 问题 的 基山 上 ， 
建立 了 系统 完整 的 上 电磁场 理 论 . 
下 面 我 们 就 来 研究 这 个 问题 。 
1.1 连续 性 方程 ”连续 性 方程 是 以 第 见 的 电流 流动 现 钞 ， 
即 电 符 年 恒定 律 为 基础 的 ， 就 是 说 ， 电 桌 既 不 能 创造 也 不 能 消 
失 ， 只 能 从 一 处 流 到 另 一 处 。 E 
E 2179 E — PH B d, 28 X BrHE S DC, 0 Jo Rat Ce 
密度 矢量 TÆ, EHA, MA 0 PERIODS] d oBNU EY 


5 .dS, 


由 奥 高 公式 得 

$5 -ds = [flv dav, (5.39—1) 
EPER. HONE GO 密度 为 p= p M, O, HE 
Mdi RAE Sdt, RHACBUUORGV IS EAE odV 就 改变 
DP didV , 面 整个 区 域 Q 的 电荷 量 改 变 


aja. 


这 一 电荷 量 必 须 在 时 间 g 内 流 进 Q 因为 在 口内 的 电荷 ， 只 有 
电流 流 过 之 时 ， 才 能 离开 有 &; BUR, ES {ya AMA 2 ALIS] 22 
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p Ql zit HS fT Hour t 
E [epav (5.3—2) 


F, M (5.3—1).(5.3—2) dT 


[f| v- sav = -[fI36av, 
u E at 
a fif E 22 jay =0, (5.4) 


BG.D TTE -HiH EL PEER S DOLO EU w 


: 97—«» + u è 


1.2 训 克 斯 韦 方 程 METEN TR G.D 十 分 清楚 地 看 
f], XTBIT,.0.2)7PRIESR 1 rRe FE, AA 
任何 旋 度 场 都 是 无 源 场 ， 而 上 是 -- 旋 度 场 ， 但 《5.5? 说 明 6 不 
再 是 无 源 场 了 。 为 了 解决 这 个 了 矛盾， 就 必须 考察 在 时 变 场 的 情 
况 下 ,(5.1) 应 给 予 怎样 的 修正 ， 才 能 既 反 瑞 磁 场 的 有 旋 性 又 反 


pey x 二 的 无 源 性 .英国 学 者 麦克 斯 韦 作 了 勇敢 而 成 功 的 设想 ， 
必须 在 《5.1) 的 省 边 加 上 菜 一 个 数学 量 ， 使 得 6 与 此 量 之 和 的 
B HE. 

事实 上 ， 由 第 三 章 我 们 知道 

PEL aR (5.6) 
RED, pM I) fs BL AMI ROC, 而且 # 与 是 独立 变量 ; 
于 是 ， 在 《5.6) 中 两 边 对 时 间 t 求 导数 


d m 
Du EI 
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从 而 有 2] -= 3P (5.7) 


oF” 


应 用 连续 性 方程 于 〈5.7? 则 得 


VET —MS ó 


HARR 82.28 BEST IE C2 $3 


y, 9D^ 

yed + at S49. (5.8) 
RHK, EEB DAES. d) xt — Bt 
aD 
dt" Bl 

xui cp 

WS (D 
Mta dr 

vixHosve (os zm Je, (5.9) 


即 voH EDERA. Dk. xk EUR MURUS T EGER 
RETH, TERME DLEET (EMDRERGH TRES vox H BER 
性 ， 而 且 连 续 性 方程 (5.5》 WARRE SUME. 

从 (GD 看 出 ， 对 于 与 时 间 无 关 揭 磁场 ， 因 为 2 = 0. MD 


就 是 (5.1), 但 对 于 时 变 场 ， 电 流 帘 度 打量 不 再 是 了， 而 是 名 


-8 T JEHJAC.9) ML v«0,50, MABARA 
m. 
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BARER L- S;- 称 为 位 移 电 流 ， 并 日 指出 ， 它 在 产 


生 磁场 方 呈 与 相同。 而 假 设 位 移 电 流 窑 在 ， 就 是 志 克 斯 书 首 
创 的 最 根本 的 观点 。 

O 式 表述 了 ， 任 何 磁 场 在 旋 方 面 的 特性 ， 时 变 磁 场 与 电 
场 之 间 的 内 在 联系 。 (了 D 式 称 为 麦克 斯 书 第 一 方程 ， 

下 而 我 们 从 讨论 时 变 电 场 旋 方面 的 注 质 ， 研 究 电场 、 磁 场 
之 问 的 关系 。 

从 第 三 章 知 道 ， 对 于 静电 场 有 

vxE-0, (5.10 

TH TERI 2E bg rB G. OO S AR JE ri 2 根据 法 拉 第 实验 定律 ,在 变 

RARD, ERPE Proh £L NU Mee Rc, ARP SE ET 
L2 RO B T7 “的 磁 通 项 对 时 间 的 变化 率 的 负 值 ， 即 


—- 一 一 "n ð 一 一 和 5 "m 
\ E «di = ~ sr] «ds, Cod femp 
半 了 考虑 场 中 给 定 的 。 下 随时 间 改 变 ， 于 是 (5.11 一 1) 又 可 写 
1E 
QE -di = - ffa. -ds, (5.11—2) 
Ei Er FE Eu] 2525 18 
E «di = [|v x E -45, 
pec 
从 而 


J 
BEERTA PEHEN RRE H 
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— " 
OT 


am 


人 


时 间 无 头 的 电场 ， "PT =o, 则 《ID 就 化 为 65.102 ,所 以 ， 
(D BAT IER CIT A HA Ej 26H25 5j git on [8L BEEN 


ERR. OD 称 为 麦克 斯 韦 第 二 方程 。 


(D, OD 普遍 地 表述 了 电场 与 磁场 的 基本 关系 说 明 它 们 


LUCR T PE DEIUE UEDUETZE: 8 AN V’ D - pl v. B 
= 0 结合 起 来 ， 就 组 成 一 个 系统 完整 的 、 普 通通 用 的 .说 明 电 焉 


场 性 质 的 基本 方程 组 


— — aD 
H = 
Vx Ó + ai , 


B 
E-.93B. 
Y X 3f " 


v:D =p, 
vB =0, 
称 为 麦克 斯 韦 方程 组 。 对 应 的 积分 形式 为 


E 有 和 


gra Ls 


L » 
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(D 


an 


(Ur 


(v) 


(qv ) 


Q1) 


(m) 


B -dS «p, (V^) 


在 计算 上 ， 人 常用 到 下 列 物理 关系 
B 
D 


ð -oB, 
称 为 结构 方程 ,它们 是 说 明 场 所 在 地 方 介 质 特性 的 关系 式 . 其 中 
此 £, oji d SR, Hi TEM. m mx. 


32 前 态 场 方程 


本 节 将 推 吕 琅 访 场 的 表征 量 所 必须 满足 的 方程 ， 即 泊 松 方 
5 pui mA E. 
2.1 电位 方程 ”由 麦克 斯 书 方程 GD 


由 于 静电 场 E 是 一 个 有 位 场 ， 即 
E = E 
ofi ViV = -5 (5.12) 
为 8 所 满足 的 方程 ， 称 为 消 松 方程 ， 是 一 个 二 阶 仿 微分 方程 
Mp = 时， yin 
wiV=0 (5.13) 
称 为 拉 普 拉 斯 方程 ; 其 中 电位 Y = VM), Hun S BED = pCM) 是 空 
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[8i Xx BAR RR PEL, 
(5.13) c E £8 5 ER RTT 3o S 
oV a V o F 


= eee e 
oz? ag" Qz“ 


TETEAE BR SR TERNA 
1 oO/ 0V4, 1 dV ov 


=0, 


在 蒜 坐 标 系 下 表示 为 
E i alt. 2 E AL 
o E 
. : jg / 


r*sinQG gu 


C ALS FUE C417), 4.190), 

这 样 ， 求 解 静 电场 问题 ， 就 化 为 在 给 定 条 性 下 ， 求 解 方程 
《5.12? 或 65.13) EHM, MRVE, EMRE = -VV , 求 得 场 中 
每 一 点 的 E . 

Hi 设 在 直 前 党 标 系 下 ， 有 两 个 在 X，Y 轴 方 面 为 无 限 大 
的 且 平 行 于 学 标 平面 XOoYy 药 平面 ， 共 问 的 下 离 为 4， 当 zz= 0 时 ， 
Ef V-Ve., Mz-dBj, V-Vi, RESH H 3 EX 3C P3 HIS 
分 布 ， 

MN 《如 图 5 一 1)。 因 为 在 没有 电荷 UKRA, VEEE 
C5.13). MOS ER ZR, SER, VEX Y 886r qp Eq 454b. H 
在 z 轴 方 岛 有 变化 ， 从 而 ， 方程 (5.13) 化 为 j 


AT ZH Zr PRERE AE 
VzC,z-C,, 
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HEC, C, X IX. HM. VI, ,2V,. 8C. Vui M. Va 
Yi 一 Ya 


得 C= 一 3 ix 


Mu ee z -V, 
d 


为 所 求 的 电位 。 从 E = -YY 得 


az s 
7 ZW -> 
mox Y i Vo E " 


d 
为 白 求 的 电场 强度 ， 是 一 个 常 汞 量 ， 方 癌 洛 工 轴 ， 指 向 低 电 位 
X. 

B2 UtXEkREAEBRGR T, HAALEAA ES 18] 8 DUREE A 
Br-rn rn. MBRENDA Hr. HV ien Vo V 
l-n 7 Vis KREVE, ZWA MEA Ei RAA DHE E HE 
形 区 域内 的 电场 分 布 。 

解 “如 图 5 一 2). 在 没有 电荷 的 区 域内 ,Y 满 足 方程 (5:13)， 
由 问题 的 条 件 ， 在 柱 坐 标 系 下 ， 变 为 


容易 验证 ， 上 述 方程 的 解 为 
Vs=sCInr+C,, 

其 中 C;，C, 为 任意 常数 ， 从 V|r=r。=V。， 有 
Vo=Clnr, + C, 

MVirer(,-2Va, 有 
V,=Clnr, +C; 图 5 一 2 


| 
? 


一 一 一 二 -一 一 一 
LM z 
了 一 一 


xo 
-t 
um 


i d 


M. 


s V,-V, 
! Inry-ldnr,' 
V-V 
n 
E Inr, —1nr, Inroy 
于 是 
V= nr 1) +V, 
Inr, — 1nr, 


为 所 求 的 电位 。 JM Ee vV RE (4.125 得 
oV — 


Pew V. 一 jn 
v 3 e 


V. S Vi, 1 M 
C. 
lnr -1nr, F 


AARE BHR JE eir R A qn] 35 n] f E p i0) l +E. 

H3 设 在 球 坐 标 系 下 ， 有 两 个 以 原点 为 球 心 的 问心 球面 ， 
r=Fos 了 T=7TIs 上 且 此 两 球面 加 有 一 电位 着 ， 而 Yr?=ro= Vo 
Ylr=r=y， 又 设 Y 在 6 与 9 方向 上 没有 变化 , 求 该 两 球面 各 的 
电场 分 布 。 

解 ‘如 图 5 一 3) 在 没有 电荷 的 区 域内 ,，Y 满 足 方程 (5.13)， 
由 所 给 条 人 忻 ， 在 球 坐 标 系 下 变 为 

去 ESSET zn 
容易 验证 ， 它 的 解 为 

Vs c e, 
MAV [rz r, = VL., 有 


C 
Fa tO 
Q 
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从 YY rr ETE A 


Vi BS E 
Fi 


x 
从 而 得 
C. - roritV Vi 
pe FL . 
y 
Gs uc Y 
六 一 六 
于 是 四 58-3 
V= r(V,- Vo (12-1) - v, 
ESTA rt 
为 所 求 的 电场 强度 . 


2,2 磁 位 方程 ”为 了 简化 磁场 的 研究 , 求 得 磁场 的 分 布 ， 
物理 学 家 们 用 数学 方法 定义 磁场 的 磁 位 一 数量 磁 位 与 矢量 袜 
位 的 概念 ， 磁 位 是 没有 明确 物理 意义 的 量 ， 而 仅仅 是 数学 上 的 
HAR, 

Xi BED EAA v [RIS 

H--vVy (5.14) 
成 立 ， 则 Yw 称 为 磁场 的 数量 各 位 . 


Vs 的 定义 有 合理 的 方面 ， 因 为 磁场 再 是 一 个 无 源 场 ， 
BAH -0, 于 是 从 〈5.14? 得 

vVV.4-09, (5.15) 
即 Vn 满 足 拉 兽 拉 斯 方程 。 内 此 ， Vw 的 定义 表述 了 磁场 的 无 源 
性 , 但 yx 的 定义 有 局 限 性 ， 因 为 磁场 与 电流 一 般 是 不 可 分 割 的 
〈 除 永久 开 铁 产生 的 位 场 外 ) , 它 总 是 一 个 有 旋 场 ， 即 


. J43 


xH- ô, 
而 定义 G10 是 把 吾 看 作 有 位 场 ， 即 无 旋 场 

vxH =0, 
所 以 ，Va 的 定义 没有 有 反映 磁场 的 有 旋 和 性 , 只 局 限于 不 存在 宏观 
岂 流 (6-9) 的 区 城内 有 赣 关 ， 在 宏观 也 流 存在 (Hpo 0) 
的 区 域 中 将 失去 作用 .尽管 在 很 多 实际 工程 中 ， 人 们 往往 把 宏 
观 电 流 , 看 作 集 中 在 占 空间 体积 很 小 的 导线 中 ,这 样 ,Vw 也 可 以 
用 江 近 售 地 描述 醇 场 的 人 分布， 然而 ,这 时 总 还 是 不 足 的 。 国 而 ， 
下 面 引进 矢量 磁 位 的 概念 . 


B-wvxA (5.16) 
成 立 《 其 中 B 为 磁感应 强度 矢量 )， 则 4 称 为 磁场 的 矢量 磁 位 。 
A 的 定义 是 合理 的 ， 因 为 


vvYx4) =v:B =0， (5.16—1) 
—- 
VXxVxA = xB 
x HÖ , (5.16—2) 


从 而 ，A RSET EDDAS METERS HR AE. 
现在 推导 4 满足 的 方程 。 固 为 由 第 三 章 8 3.3 关 系 ( 4), 及 


C5.16) 知 ,任意 选择 VA MERSE 无 关 , 我 们 可 取 yA =0， 
T EX,BRO.16—2»57£03.15) 


—- —- pm 
VXVXF -yviy:F»5 -viF, 
5 E ELI (5.17) 
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MARRA QOSJBBUAPER. XX CR KRBOUGCRU VERS. 


"ó -oM, Mi 
VA - 0, (5.18) 
A HXdJUSBBEpRDE7 9. 
JEEZ HRAT Ja (5.170€5.18) 都 相当 于 三 个 
数 瑟 方程。 
例如 方程 (5.18) TE TER BEAT 
DA. | DA, IA, 


+ 


^ A x i ! ~ m = ü * 
Qr "HEN de^ 


P A= 


viA,- 9 0» , 07A, | 07A, 


ea Qu? dz? 


-0, 


viA.-.9 A: + Ó^ A. n J'A, 
i ox? ay? QZ” 
TEEB BRA B. gH {4.22》 可 宕 水 为 
E oA, A, - 人 
r° o8 r^ i 


-= 0, (5.18—1) 


VA Re DOR LA (5.18—2) 


ViA.— iP 
ERER D. di 《4.24》 订 表示 为 


1 T 
= 
" ir -> Ü z 


VA, t. JA, ES 


NR _ 2e080 QA, | 
r^ gð r'sin?^0  r?sin*Ü òp 


= 0, 


" A, 2 ecos AA, 
STE e L2 ET 2 OA, o 


P  ri!sin?Oü ri sin? Ov ' r?sinó o0 
(5.18—3) 
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XX HE. GRE ERIS, MEDEE RIT, RERO FE 
(5.15) 或 (5.17)(5.18》 的 问题 ， 解 出 Ys 或 人 4 后 ， 再 由 (5.14》 
或 《5.16) REH XB. 

Pila 设 有 一 元 眼 长 圆 柱 形 导线 ， 通 过 电流 为 !， 导 线 蕉 区 
的 半径 为 as， 卫 电流 在 截面 中 均匀 分 布 ， 求 导线 内 磁场 分 布 。 

E RIRS? 办 重合 ， 应 用 柱 坐 标 ， 于 是 姨 线 各 所 电流 


密度 ， 消 Z 轴 方向 , 它 的 值 为 5= ip AE, KERTA = aues, 


必 满 足 方程 〈5.17) ,是 简化 为 
V^A,- —uó 
THERA P. B 《4.17》 可 表示 为 


2 1 oA, 1 ðA, , 9? A. 
A = -—:—— 一 一 一 一 - m — a | 一 一 
Up or ) ri Q8 x gz’ po 
T A, 1 dA, 
1 zs P 本 一 
BJ quc de a Wen (1) 


ATR OL 的 通 解 ， 令 r= ee 则 lar=w，- 学 = 省 。 从 而 ， 
dA, dA, du | 1 dA, 


dr du dr r du? 


dr r du? dr r?° du 
1 ČA 1 dA, 
r? du r? du ?’ 
A (1) 北 简 得 
TA, " 
du? + Hew™=0. (2) 
对 站 积分 两 次 得 


A. + Luder -CK tO,, 
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C23» 


Xj 10WpHR DBOUSREREIC.-0, TPRÜDASOUEOZOUROK, wR 
C,-0, MCI HEA 


A, = — 1 pór, 
pred À = 一 que Z, 


为 所 求 的 天 量 磁 位 ， 再 由 (5.1600 及 (4.21) 得 


B= Vx A 
ze PM 
= iud po 
即 为 所 求 . 


3 3 KAZHE 
本 节 我 们 推导 求解 时 变 场 分 布 时 ， 场 的 表征 量 所 必须 满足 
的 方程 


3,1 五 和 三 的 波动 方程 在 研究 无 线 电 波 在 介质 中 传播 
的 问题 时 ， 首先 要 求 出 五 和 五 所 必须 满足 的 方程， 这 里 B 和 万 
都 是 时 间 # 和 空间 点 的 矢量 函数 ， 


由 麦克 斯 书 方 程 O, 《11) 及 结构 方程 得 


(D 
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Hoops, e, oim B BLEU rA 是 已 知 的 车， 所 以 ,我 们 可 
以 假定 它们 下 :整个 室 间 中 为 常数 。 为 了 求 册 巨 mH 独立 所 满足 
的 方程 ， (OD cpm SEHE 


yx(y xE) = —Hy x A 


$ 


H PERAR t ER, WW 


VUX QV X KE 三 -u2 (y xH), 


BD, CAREX 


à " 3E 
VxvxE = =~ per (9 E + 57 
> „aE QEE 
B yxy x E = -pot -pe t, 
H cS 3r 


由 (3.155, DR] 为 


—- —R n 一 到 
VXxXVXx E-V(v*E»)-v? E, 


Eig VO - Ey- v? E = -ao pð E 


Bp V E -vty B» = pad vend (5.19) 


这 就 是 三 所 必须 满足 的 方程 B 
若 在 (D) 中 两 边 取 旋 度 ,同样 扒 得 互 所 满足 的 方程 


Mn , | H H 
v' H-yiv* T - 3H , end. (5.20) 


如 果 我 们 考 虚 py， EE = 0， 又 因为 v-H -0, WW (5.19, 
(5,20) 1p Mg 


~ F43 


pco E T 十 euo " (5.19—1) 
v? H = uo q epl (5.20—1) 


这 种 形式 的 方程 称 为 一 般 波动 方程 ， 


但 最 常见 的 是 ， 当 y， E-0, vH -0, cc ORO, Ii 
时 (5.19365.20» dE 


— s 2q* 
v? Ee T, (5.19 - 2) 
ot? 
— 2Iy 
V^H- euo (5.20—2) 
at 


XX MX EU AP ARREARS RS A CIMET BRE 
UL n XL SS fp EIS D rr zx Wo ri PER S ROC, E 
还 有 一 种 常见 的 情况 ， 当 y， E -O,y- H -0,00,W E, 

吾 随 时 间作 正弦 振动 ， 即 EE - Een, H= =H et, HPE, 
H , 均 与 时 间 t 无 闫 ，j 为 虚数 单位 ，@ 为 常数 ， 在 这 种 情况 下 ， 


因为 | | 
E joE, OE gut, 
at ot? 
"2 m" 
E ioH , 9 —-j*uH, 
FEJ f£ (5.190 €5.200 EA 
v* E -kE -0, (5.19—3)5 
v* H -kH - 0, (5.20—3) 


这 就 是 在 均匀 导体 介质 和 瑟 ， 玉 随时 间作 正弦 振动 时 的 一 般 波 
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zir 7: $i, 了 fs 一 
pute : ind ;jwe)，Kk: 称 为 传播 系 数 
| | 重要 常数 ， — si " 是 电磁 波 尾 
IK k* = (jogo + peo?) Xe. gx, 
为 三 个 数量 形式 SIE, FEJESE M Aes E 
^WRPABUSIN, ENE MBRANE, 
ou d LLL dee 
IET 


v* E, -eu o^ B. 
[s ot? , 
EE. = pue b» 
i ot? $ 
(5,19—4)5 
v? E, =el SEES 
EBRA e 
* 下 ; 
* 由 (4.227 可 表示 为 
u 
V E,- a QE; E, 
ri 38 ^r er 
at^ 
zu = ep? T 
! 3t (5.19—5) 
A EE 
在 球 坐 书 > 
坐标 系 下 2 
)OHECAL2 40 HE AE ug 
1 ~a 
2: 如 《FE -ER 9 aL 
or o? 


4 ES 
2 9F, 

rê pu € : 2cosB8 JOE 

r'sin'Q — r:sin- op 

op 
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vViE.— E. 2 cos8 òE, 


r'sin^O  r? sin*Ü à 


(5.19—6) 
RH RRE, MA BRER, AE 
定 条 件 下 ， 求 解 波动 方程 问题 ， 方 程 的 每 一 个 解 都 故 水 传播 的 
ix. 
Bis 研究 波动 方程 
ou 1 Qu 
DOL? a*t  gat* e» 


的 解 ， 
解 ” 仿 5&5= -at,， =x+at W 


Qu gu ENN Ou dm 
L 


or — O05 or | Ou Os 
_ ou au 
ðE an 


O'u ð vod ou 
ox? dx OE Hi ) 


. ð ðt ùU, OÉ J ,Ou , Ou. om 
cerae | x E Picus e jer 
OS “05 d" 中 «os Qn", gx 


dw Ow gu 
"à e E + ^ 2 3 
oed ON” 
ğu | Ow òE OM On 
at E at a dt 


cog s ONDE 
dt FCR on )' 
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Ou GD OM Ou 


Qi or aE on 
2g) (99 0898. 了 (此 9u \ on 
nr ob ou/ot on ` P 2o OE ot 
Au Au , du. 
m ( DE? “En o^ 外 
将 上 述 二 阶 导数 代入 (1) 式 化 篇 得 
ou. pes 
Fr NL 
从 而 有 g =], (1—3) 


其 中 六 人 是 内 依 藉 于 1 的 任意 二 阶 可 微 务 数 。 从 (1 一 3) 得 
u= | faDan +f) 


=f © m. 
HPF Co, FEE OCT A nA 
因此 Www, = fix — at + f LG at) (1—4) 
XOU IE; E CO fp fit. 

XBÉRCIT— DB, fi-a Ec ERE IE, A aA IE 
HIRIE BARIERE., Jœ Rankan et, DAxEHE 
aX ERRE, Bak. A, ud, o 是 由 左右 传 
HERR. GERNER, RHE EARRA 
4 oor + ch, IBEX 


uir, 0) = sinz, 


T = 
26 "- 0. (1—5) 
ju A CI— 40 87 81 (1—5018 
u(r.0)— fi. + fi) 
= sinz, (1—6) 
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ze (1—1) 
fi CI— 700, epep AM IH 


g af, GU) ufa Cr) = C, (1—85 
HK iE CI—-60, C1 -—-8)2 t iti 


fi CY = i dni 上 
1 d — He S 一 = = 


da ZH 
: qa l ` Ü 
Ja 9e Re qe 
人 TL 
P (QU nol) — - sin(r peéy 2 LE. 
2 20"! 


BUT E OON i EOD E y 
EC MERE | 
ULE} = Ana) - sin(z 4 at)) 


-cosafsinz 

XX AER TE fE BEIGE Za d E SAM. I3 EE finn cosat 随 时 间 t 而 
改变 。 

3.2 和 和 YV 的 波动 方程 A AbK FRE i V^Hmfh. 4] 
ri pri niuis SOETCR2.1,82.2.X] PHE ESSE DES 
L n F , 3 Fi i a o HE ri 
HIV, Vy, A ji i3 F ddr un TRAT Vis E" XE a 5, 
EET EET d Me cT 
T. BREW An d AREE P icm FEX dr as fi] 推导 AG 
Vg i Wi "ig o bes 
2.2 d E LT REE YA 

Y xA; (5.219) 


至 153. 


ALaC Wr ur egre Som i 


JB A 
JB _ Un 
on v X 
现在 定义 7 
—- T 
at^ 
(5.232 


X^ xu SCA 
EA R8 B. 4 3905.23» BI LE Wiz Er 48 
| ^4. 
7 
ao x E--vxqyV)- V 24. 
IX fE fup 5 - 
JAHE ID i Eg, BUvox(vyV2o-0 
ii K , , HH 《5,21) 得 
at” 


BIS E 3£ v NL: 
5 À 2134 ' 
Mp Il m "m 
" He , -x 
" E = —vV. 
于 (5.217 必 须 
meds JL E e ve Er B ZEE COD ,于 是 在 5.217 中 
5, 两 
v xB-wvx A 
" : (V XA, 
MAITA KLR ADH 
T 
ot” 


再 — 
HG .230, (3.1D AD = eE 得 


Vx VXxA -uó 十 HL 


即 可 得 
。 154 。 


(5.24) 


XP G.22) 442008 E 22 963871377 Rd, HD - € E ,将 
(5.23) AA CID {H 


; JAS p 
Vv 144 | 25) LES PE 
B ipo 9. " 2e LA 
MOUSE Tes 
27 
ERE ncn Sra 
aV ov 
v*V BETIS tar | (vy. A ter) 
p 
= -三 . (5.25) 
由 (5.21), J&55-—3€£83.32X: CO 知 ， 
Ve AnJELEIEXSS. qR[DE 
— V 
V'A -ex = 0, 
M) (5.240, (5.25) 分 别 变 为 
I A 
V! A - ue. -uó, (5.24-—1)5 
3* V. D 
v^V -ge cup, (5.25——1) 
这 就 是 4 和 V 所 必须 满足 的 徽 分 方程 ， 它 们 都 是 二 阶 偏 徽 分 方 


fi. 
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— 
HEFE EA E, i360 -0.0-0j 的 情形 ,此 时 (5.24 一 1? 
(5,25—12 Aj 


VA = ue 7 (5,24--—2) 
t 
v^V-nue s (5.25—2) 
t 
Wd ro aij- Md — h t prr pae [e TE top IF ne 1 PEN 
BIA LV. dp A UY H2; E. EMAN vf ET: 传播 的 波 。 


三 香 指 中 的 是 ， 在 前 西 的 推导 中 ， RELER s 3s — zx 
$ SARJAA D, EJEDE, H - TIE BEAR 个 天 其 的 旋 麻 ， 如 


Bs vx a, Wu TELEFE v ANS Em B .从 前 面 的 论述 中 
"DAE fH. IFEA ve A Av dC BUE TEE EYES BASE 5 Em 1i] 


于 的 答 持 和 和夫 要 ,也 以 达 a 7# a PA, TEC. 249) 
(5.20) H, #o=0, ó -oH, PEPER TIEU, SUEIE 


— _ r 
rA FGUV +t -— =0 
Pj, aJi 


2T 33A 

VA -gu-97. — eg 全 =0， (5.24—3) 
Jai 

VY Mos d 0, (5,25 —3) 


W, A, VR- JeRHOOHU T 在 有 有 耗 时 
ELE B IP UE, 

二 三 我 们 介绍 了 解 波 动 方程 的 - PRAIS, gunjpfhidiz) 
方程 的 男 - -种 方法 -一 ty e ik. 
Bio RANE 
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Du. qo que. 

or a’ Qf^ 

HDE F y aR FRIJ HE, 
(=li u(0,1)-0, udi»-0, (t0) 


(Qs V T0) (2) 


o r M 
{2—2}. ur, TY i MEg, 0) = 0, 
ot 


站 < 
Hope, WO tA E RI EA 
EDO BIER piu, DAKOR 
u(rz,i)-XQDOT(GD , (2—3)5 
把 (2 一 3) 代入 CO 得 | 
a*T(1)X"(r)- X(Qx)T" (40, 
XU T" 
X(xr) a TO? 
EARE, ANLE Pu, f, BARH, $ 
E LTS (2—4) 
X a T ? 
fu XOI0. W (2 一 4) 可 化 为 两 个 常 微分 方程 
X" E ÀX = 0, (2-—5) 
T" + T= 0, (2—6) 
这 样 ， 就 把 求解 方程 (2》 的 向 题 ， 化 为 求解 方程 (2 一 5)， 
《2 一 6》 的 问题 ， 这 种 方法 称 为 分 离 密 量 法 。 
考察 (2 一 5)， 由 常 微分 方程 的 解法 知 ， 它 的 通 解 为 


Xer) =e cos k 2 - c, Sinv À z, 


pp 


(2—1) 
AA G0. (2—-3) 得 
alasa AOT GTN, 
ul. = XT = 0, 
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fRT(I»550, BEI 


XC) - X(Q»-0 (2—8) 
XR OC2—80 RA (2 一 7》 得 
X(05-6,-«0, (2—9) 


X(i)-c€ ,COSA Ai + © ;sin UE 0, 
ATERRAR Eo XGA 0X2RAAAH 0,2900, Bp D, A 
(2—9) 有 

sin Al=0 : 


"n v Al=nr, 


X 2 H 2 


BAT A= ug. Cn 为 整数 》 (2—10) 
将 ci = 0 和 #* 值 代入 (2 一 7》 得 


nr 


X(G)-e,sin-y-,. (n HERR) C2-—11) 


AES (2 一 6)， 由 (2—100 得 ， 


qa n?m? 
T” pee T 一 0, 


其 通 解 为 


HI HT 
TCE) = A cos — — t 4 Bosin i.f 


i poU 


(2—12) 
《4 了 "为 任意 常数 )。 将 《2 一 113，(? 一 121 代入 02 一 3) 得 
m i +b sin LL t ) sinte da 
(2—135 
为 满足 方程 〈2)》 和 (2-10 BS g, JUD a = 0, A,, b, CB, 
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u,.(r,0)-— ( G „COS 


AIEE I H. 
为 子 落得 方程 《2 
BREME, 4 


- 


， 同时 满足 «2—1» (2 一 2) Bu He B, 


naf ug: Har 
ý 一 — ag 1 — —  Á 
uri) zx a,008—77 + b,sin j ) sin j 
(2—14) 
从 《2 一 2) 有 


= nx 
y E M — T ^u 
u(r,0)-— ^" asin p.d qi , 


OQuCr.0) ma 2 ATE 
: INDE VUE z 
3i i b: nb.sin P 


EE, a pN, 上 的 正弦 级 数 竟 福 里 时 系数 ， 即 


dn = al. | pCG)sin- 2 ML (2—15) 
而 8, = 0, 
Ha, b, R (2—14) 得 
xat JT: 
u(r,i)- o JüQ,COS T sin (2—16) 


BD3JpRER (2》 DLE C2 一 41) (2—2) 的 解 . 
Jk €2—16) wufán, xxt fü Ed UE 


Kauai Hmm 
sin 


ik ned. ELERNA, COPIER), 5, ERR 
是 其 振幅 teos <- 随时 间 而 改变 ， 因 此 ,每 给 定 一 个 时 刻 就 有 


HT Y= dtos 
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cA ERI R. 

3.3 MERESSA VOLAR, God on d 
i SE EX AKLIBLRO 9 HEUS 2300. BARE AR EC 
值 ， 而 意 深 入 导线 肉 部， 其 伟 愈 小， 这-- 现 象 称 为 焦 陵 效应 、 
这 种 现象 ， 只 要 研究 一 下 电磁 波 从 导线 周 轩 的 室 间 透 入 导线 内 
的 情况 就 可 洁 楚 。 册 为 能 量 济 输电 线 导 线 的 传输 ， 是 由 在 电 介 
质 中 港 给 电线 导线 传播 的 电 们 场 来 实现 的 ， 而 电流 使 导线 发 热 
而 损失 的 能 量 应 当 看 作 总 来 委 周 图 空间 穿 过 导线 表面 而 透 入 线 
内 的 电磁 能 的 消耗 。 并 县 交 变 电磁 波 在 深入 导电 介质 内 时 未 浙 
衰减 ， 调 电流 密度 振幅 ， 电 场 与 磁场 强 许 的 氛 幅 在 给 近 导体 表 
EEUE. 

AFE 83.2. |H Z Mib Apih, MESE- -AE aA HE 
(5,19—1) 


—- —- 
v*EB- uo de. ue B. 
I oi^ 
1 xam "a E ui db 
men y o a : 5n. 26 
Hy En X ETE, " ET: a (5.26) 


a 3 ta- RE ; E x ELE! Tg TI al 
对 于 良 导 体 ， 人 位移 电流 Ex HPL oo EdaiE £y v 


不 计 ， 即 有 eDTea E. TQ G20 和 有 边 可 近似 地 表示 为 


- -YF —- Sw 
ò E 
aft E öt 


ME (5.26) EA 


. " z S d ZH T 
m VE DTP (5.27) 


(Mero (02) HORJRAURAUSIRE, ERRER fe 


导 CHR" MO Qué. PEA bip LUUD JP TR. RPA PRU A 
HALER LE f 6 "n Erx i 5 ig uv rueck üt. 


8 4 数理 方程 定 解 问题 


AEST. S3JAdGGEUDBATBE. WELED EXE qn 
Ti Sp JU ERI E. "fld EPARTECGAGHREBS R4 A P 
m ME WAHA BIILSBpEDU, Eu JRA, foc 
AeA EE, 
CO MRSE 
yiu- fM), 
Hop u eM), f-fOn DOBE A, MEZ A Mp 
Zt. q58X4. vou Ar Eh rc. 
CD 波动 方程 
m= fCM.ID, 
JOBu -uCM,D, FS [OLD 230 -aA 


POED (D'AlemberbD AF, a0 XA 
QD a 《或 扩散 )》 方程 


P 
Zn 


Hoje cuc MES, FoF E), a0 dX, 


-— Q^ jung 3 
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函数 了 称 方程 的 自由 项 。 若 f 0， 则 方程 称 为 齐 次 方程 
含有 非 零 自由 项 的 方程 ， 称 为 非 齐 次 方程 ， 

由 前 两 节 得 知 ， 电 蔽 现象 不 同 的 表征 量 ， 具 有 同样 形式 的 
方程 《例如 ，EE， 万 满 吧 波 动 方程 ), 这 反映 了 某 些 物理 现象 具 
有 共同 许 质 。 因 为 任何 物理 现象 都 着 在 若干 不 同 条 性 约束 下 运 
动 的 ， 愉 而 它们 又 各 布 个 性 。 所 以 ， 要 确定 某 一 物理 过 程 ， 不 
仅 权 知道 它 的 方程 ， 还 必须 要 知道 所 附加 的 笨 件 。 把 这 种 附加 
条 件 ， 砍 为 方程 的 定 解 条 件 . 


-— m. Ric enia — 定 附加 条 件 的 解 的 问题 ， 统 称 
为 定 解 问题 


t dcn, 是 由 时 间 变 量 和 空间 变量 所 处 的 特定 条 件 来 确 
定 的 .四 而 定 解 茶 伍 ， 通常 有 两 种 ， 一 种 称 为 边界 条 件 ， hi A de 
IE HA HET ik CE ED AA A BE A e: A AAT 
一 种 称 为 初始 条 件 ， 残 征 表 征 量 在 祈 始 时 刻 所 处 变化 状态 的 约 
ER HE. 定 解 条 性 反映 了 也 考察 的 表征 量 是 在 什么 特定 前 条 件 
下 变化 的 ， 它 的 量变 规律 是 受 这 些 条 件 约 束 的 。 因 此 ， 内 湖 方 
程 和 定 解 条 件 缚 合 ， 才 能 具体 确定 一 个 物理 过 程 。 在 实际 问题 
中 ， 数 理 方 程 前 求解 问题 ， 就 是 求 得 一 个 既 满 中 方程 ， 又 满足 
SE AREA PE EJ pL, 

定 解 问题 ， 旭 果 从 时 间 和 空间 变量 的 观点 来 区 分 ， 则 有 三 
种 典型 的 定 解 问题 ， 

(D LERE: RALARI. TREA MIRA tF A E E 
iB, PAAA., 一般 可 表述 为 

(yiu = Pe u 2, (r,U,2)€ 0, 


n k M. de hu). = p, 
JU XO UCH OQ LR, LE o UC RU AO TE FUE, kh 
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为 常数 ; P 为 边 值 。 
(2 初 值 问 题 ， 只 有 初始 条 件 ， 而 没有 边界 条 性 的 定 解 闪 
题 ， 称 为 初 值 问题 。 一 般 可 表述 为 


D —a?^viucfir,g,2,0) , 


E] is —-9Qr,y,z) 


[5 = fc, ug, 2,0) $ 


LA co 二 —-.Qrg,.a, 


AKopfl0, —eo«zr, y. zo Ps P ANE. 
CD 混合 问题 ， 既 有 初始 条 件 又 有 过 界 条 件 的 定 解 问题 ， 
Wr Ee npe, -一 般 可 表述 为 
ra agtu -f(z,y,2,t0),t2-0, 
| Ui = 2), 


| (K2 bhu), = 8(P), (20, 


| H = Hm LX hs 
| OM | 


2o (Cr, g,.2 Js 


SURE E 31 
Ou | : - 
L Us 十 hu). =ptP}Y, t70,; 


AUR (x,U,2) C OQ, PC DD Pp mt AA 8, PAWE 
k, ho» Tur. 

h TE DRJ EESTE, WAH. KI RT AH BRIDE] 
FERREE., BAE, Aip ERRARE mA 
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Ur px at d S A E ge DE D: an aibe ER ah FaR 
Pu AX4U EODEM. (xXx LJ JN LS AREE AE AC 
HORBPE2:, GTE h: RHR. &E REPE DURAS. Nibh 
ARER TEA OERLE AVE IE, mA IAB e ox 4t de 
JJA AVETE, AN A RED "m tr RUP EB EU 8 iae do x 
WIJE C, Ip HlkiBgGMAUTERXUESTE. RE Bsp, {EIX 
VEFFE ERARE, MERTER, Hr REg A i. 
Hj m ATIE SP ENRE, EA e P 学 物理 中 的 典型 定 解 
问题 ， 世 十 数理 方程 赋 究 的 基本 对 捍 。 
应 该 指出 ， 定 解 问题 仅仅 是 描述 自然 现象 、 牺 理 过 程 的 一 
PRILAZ IK. AAIE E pr ARER EDERE U oi A p H e fye i a 
HE .— BER TEE ER EAR EAI DEE CUR Bop er (n. 
pum X Hr Em AE ES bz Z3 SIUE 24 SR ELO Sic es 
BRITE G PUE D FWE, WU 必要 研究 方程 解 的 存在 性 ，、 
一 性 ， 近 定 性 这 下 个 拓 本 理论 问题 . 解困 存在 性 ， js nd d 
定 解 问题 . PE Hu EEPE. TRIS SEES SG fth: 
否 内 有 一 个 ， 解 的 近 定 性 指 的 是 ， 如 上 央 -:-- 定 解 问题 的 解 在 荣 一 
车 数 类 中 存在 、 唯 -日 在 法 逢 音 尽 下 二 oen. 所 请 逢 的 税 定 
ERTED ATHEN EEE GU. 条 件 ü 微小 改 亚 时 ， 解 
的 变化 簿 更 ， 如 米 解 的 变化 也 很 微小 ， 就 可 说 解 是 稳定 的 。 解 
只 有 在 稳定 手 的 情 滴 下 才 有 实际 应 用 价值 。 关 于 这 些 问 是 的 进 
一 步 论述 ， 不 眉 本 书 的 意图 ， 有 有 兴趣 的 该 者 可 以 参考 数理 方程 
方面 的 著作 。 
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杰 音 ， 以 外 微分 形式 ,外 微分 算 子 为 上 有 具 ,使 得 场 的 量变 关 
系 的 推导 .表述 ,更 如 简化 和 统一 . 


S 外 簿 分 形式 


ESL F = Peen,- {P F U FEA IK m, 
让， 
| Fadia | E aia PFyady + Faiz 


Figini ER, F 一 级 2E 3 X. ICAR 


Fa Falz e Fd e Faz; (8.1) 
面积 分 ， 


| F«dS — | Faligize Falle Faledy 
qd BELA. AROA Matire, EIE 


F Pabkiz Fesda Paadi (6.2) 


ij iav = f drdudz 


TERRAE DRIED hae. IiE 


" * - - * æ 


* [55 * 


E: = fdxdydz (6.3) 


Ji A sg da dy dzfgdase o8 R AARTE, BIA AE pi GS 2639 t RO. 
REIL E RA E 而 在 外 微分 形式 中 的 某 一 项 ， 
当 且 仅 当 ， 电 现 同一 微分 号 时 为 零 。 为 运算 方便 ， 把 一 般 标量 
函数 ， 称 为 零 级 外 微分 形 式 。 
fiu, dudz- —dzdu, dzdz= —drdz, drdy = -dydz, 
& dV -dxdydz, 
Jj dV ~- —dydzdz, 
dV -= —dxdzdgy, 
dV = dzdadiy, 
åF - —ulsduydz, 
dV -- dpd zd, 
drdr = 0, 
dydy = 0, 
dadzdz — 0, 
dyrdydz- 0, 
性 质 1 同 级 外 微分 形式 相 加 ， 其 和 仍 为 同 级 形式 ， 即 


f+te=f+o, (5.45 


其 中 G 一 G (XH, 2) 1G,,G,,G.), p-gir.y.2). 
性 质 2 下列 等 达成 证 ， 
a! dc doa 


— 


CF CO CF xG), (5.5) 


=- Tao 


d! 45 dF 


(FXG)=-(F « G5, (6.6 
(DCE) = 0. (6,72 


其 中 7,6 分 别 为 级， 机 级 CX, 三 90) 外 微分 上 形式， Hkc ml32k. 
事实 上 


r d: 
TE (G) = (Fatx + Fady + Fatz) x (Gdr -+ G,dy + G,dz) 
= FGdrdy + FG dzdz + FyGdudx 

" + F,Gdydz + F,G,dzdx + F,Gydzdy 
= (FG, — FFG, Ydydz + (F,G, — PG Ydadx 

+ {F,G,— F, Godrdy 

dydz  dzdxz  dxdy| 
= P, F, F, 


G G G, 
-(F XG). 
[BB B[uECGO.60, (6.72, 
从 性 质 2 和 项 ， 两 外 微分 形式 《不 一 定 同 一 级 ) SUGEES 3 
不 一 证 提高 形式 的 级 ， 刘 (6.7)， 又 如 ， 老 级 形式 与 1 级 形式 H 
Wo PREL. 
R3 设 G ，F，C 均 为 (x,y,z) 的 舌 量 函数 , 则 


可 了 dI dI d 


(CCOECGOCGOT 2 CF X CG XCC 5] 
-(GOLCC XCF 51, (8.8) 
事实 上 ， 


ER di dt - RI d 5 dY 


—- - + - -+ — 一 全 -> —- — . > 
(COLCFOCGO = CCOCF x G5 € - (FX G4 


d! 2I dl di d 5 d F 


k 
-> 


See QI. PTS — . -—- -一 和 —- 
CFOLGOGOCGO]- CF)(GXC)- F - (GXx C), 
*]67* 


LLI 


改 


T E 
- 下 


— — a Dom A 
E xu Je GN jen S (CxFP), 


AA CG. 85i C. 
性 质 4 KAES, 


(C CI x s C xt F a 


T 


— 7 — 


T 
(C«G)F -(C« F yg, 


EA, 


AEXO2 o JInoWUJDE. gis 
POST. 

bo d(n: 55 - du d, 

ii ^ dini: Cs. Seu iT 

ii AHE PLE Co, d(de)- 0s 

iy 对 过 级 形成 € pQen zT 


r 
Qo. Eu. 


jObv aset p, Wyd, 0. 21 
FR Qu àzi' 


Jog» 


(6,9) 


KITIR 


P4 pz o Boi r4 
"uir PEL Di epu 


ap 


入 LAJA D, S (ezütvshgOr.n.2zDupiüv. gud, 
TE pd kn Hii EI y teu i biorie M. GO OW 
TE 5h ii 5j JS A E Ao fi joa X. AE! J i JB t. LA 分 行 Er. 1 算 vitis. 


DA + 


JERI Hie- gp,y,z), F = 下 (927 MAE yE 
de. ver (6.10) 


d(F)-svxEHl,; C6.T11) 


d(F)-. v F, (641322 


dF 
dC )-- 0, (5.12) 
证 明 (6.100 BELA ZR Pis Co. 120 Rb SER LE HE BECO. 10D 
66.1233, 
d PF dé(Falr Fal: d) 
—-dGQPadzadQE du» a dtF dz) 
PU EHCF. dii : dt P dz 


= QVP dio" (VE, ydy + (Fdz 
Pul TA 

=- i ys a -- (0H ^s obs ETE uir 
^ ORE THE ac : 


+{ i det “O dy | 2 dz) dy 


uu 


,AF - | 
生生 全 全 全 生生 
Aa i] J Oz 
ai AF Dur [5 —€— 
Ld lU ES ] M. T zw 
一 PA - - T THER i- 【一 一 dedz 
UJ id QS m 
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i aF, oF, à ; 
pL = drdy 
SCHEME E 
dydz dzdxz dady 
ð Ó à eid 
— \ AL. ——[-—w x F 
E a dz v d 
F, F, F, 
HÆ (8.11). 


dS 
dF ) = dcFdydz + F,dzdz + F,dedy) 
= 0 E -d(F,odzdzr--d(FOdxdg 


= = 人 o dz OPs py DFs dz )dydz 
( iz 


二 dr cat 9v az dada 
dT | 
OF. 


oF, dy + Ends 


dz \dzrd 
ax au az ) y 


md 2 ddrduydz 
( ox oU oz p 


Bil 35 (6.12). 

性 质 2 设 m.E 和 分 别 为 8 级 、4 级 外 微分 形式 ， 则 当 p+Q< 3 
级 时 ，dGnS) 可 分 解 为 p+4a+1 级 的 外 微分 形式 的 和 或 差 ， 并 在 
下 列 各 式 ， 


dd dd 
三 fy-Quof - QD, (6.14) 
s ases d^ 
d(v F )-(QexFo:9y (FX (6.15) 
dn By ut 
d yFy-(yo - Fò piy. F), (6.16) 


*]170-* 


di di ELA aF 

dF Go-(vXFO* G-F FAG), (6.17) 
而 当 p+2s3 级 有时， 则 

d(n£5 -- 0, (5.18) 
Rube-qoq,u,df-fGm, F = F(x,y,2), 
G = G(r,y,2), 

证 明 pacal m, don me mu AESgNt 

ü,iyHEf. 而 o 7 

d(v D -d99f« pd = P+ PI) 
Bp 365.145, 


"- a 
d q9F)-(do»5»F + dr) 
si EN 
-(vVP)CPF)r-vQpxP? 
a5 | d£ 
—voxPF-gyüuyxFP2) 
EMACS. 15). 
dS 4$ dà 
一 一 — = 一 二 
d(9 F»-(dq9o»F - EHF) 
dt ub LA 
(VPI CF piy. F) 
ud dV 
-(vmr P») piy- F} 
BI 336.165. 


DEO ak ad di di 
dF Go-dF36G — FdG) 
ag gi "E d X 


-QuxT)(G6)- FO xG) 


d F d r 
-一 


— —UR —- 
-QVxXP)r: G— FP -QVXG) 


“了 了 7。 


poo TEE 
"pq OU TRESGBBTROO. T8. E ae 


+ —- - T a 


dil G OE (n jg — P dG 


-(Qvx F)G -(FYUx G) «0, 
xcu UE um NU 


d(PxG)-(y xFO*G—-F «(9x G ). 6.19) 

!] 
UF - G)- 0, (6.20) 
TERR S Mf fryz», Y — 9 Ql. C m CCE), 


—-- 


Po F (i, Wu. SD G (OVE VEN 


pij dCfC v» igo (6.21) 


Cou EN ee IE SETS 
Be i = 坚 LI 134) 
d i, q q n m ( È Wc 2) 


—Cowe[y s CF x3], Th 
3 3 di dt ap 


一 和 


HCC IO CG 0 CD 
^ rt d f dao 
其 中 ch SG PIE, e0, 
Lite 


ui 


证 明  dC/to)) 2v f (p) 


:*172*5 


BU (65.215, 


V i 
ud 


= (CA. fb 
-q4vou e fyw 


] 
(Ys s. IC- de) 


il 


Bnn[fgk c5. 9225. 
M. 06.5), (8.19) nF ETE (6.23). AERE 2 4£€6.20). 可 
推 得 (6.215. 


83 场 的 外 微分 形式 


S31、 2 引进 了 外 微分 形式 、 外 微分 算 子 的 概念 ， 状 且 甘 
fiT -ERR E qu, PENE a 
des 

GUY) BORS. Fe Foy zoo d Rus. 
ite " » 级 Sh fot 4 JE SR, i — Bp» fU -AT AER, 


. (5.25) 


Et—-, 


"J73. 


di 


Mk-i, Mo- 下 时 .9 为 - -空间 闭 曲 线 1, 积 分 表示 旋转 量 . 当 


a5 


k=2, Be~ 五 时 ， Q X -- NIB CSE GEO dk fi CL 0 BLAKE 


REBR, SU-3.Bp,o- Ji} Oy dp S BEER I 2E EAE E GE DX 
域 时 ， 积 分 为 三 重 积分 。 

由 于 场 积分 形式 的 统一 ， 从 而 导致 场 论 中 一 系列 公式 形式 
的 统一 和 简化 。 

MEE ESEM., EM., HAE, AHE E n 
ZONE 为 统 :一 的 T xs 


[o x [do, (6.28) 


RPE C OA B ka RT 3E và R] 2S3 LIH Ho Akik 5) BR AE ZA. 
0 为 区 城 0 的 边界 ，ad 为 外 禄 分 算 于 ， 
al TAN 

Æ (6.26f, 3 k=1mf, M] o- F, E n F ; QU Jj — 
"5 H) H k UALR REA EB OSM^Q BRaE pq EK 
A 此 时 ，(6.267 即 为 斯 托 克 可 公 式 ， 而 当 k= 2 时 , 则 % = F, 

dF—» 
do xe F ,.9U 9 —2: E R E 22 .U Ag DÀ S EF HR (SE cS EC Q 
CERAND, UESdE CO. 26) BIDS REA. 

下 面 将 定 虱 2.3， 定 理 2.4 所 述 的 等 价 作 和 条件， 才 示 力 统 一 
的 形式 ， 


C3» 存在 k 一 1 级 外 微分 形式 s， 使 得 d= 名 

(4) do- 0, 
鞭 中 @ 为 kK 级 外 微分 式 形 ，d 为 外 微分 算 子 ，U 为 积分 ( 病 ) ER, 

a 

U UAA REAA., k= 1t}, o= F Tan, 
&SSEER PM APIS, Fisu, y, VAZA, U, 
为 有 相同 起 点 和 终点 药 开 有 邮 钱 :， ER, RCAC (D, 
(A) SML 好 为 定理 2.4 的 外 微分 表示 式 , 而 当天 = 2 时 ， 


RE 
Hjo = F, do = F, do -v. F, UU 为 一 闭 曲面 ， U^. Uu E 
HRR AAE CH SU PIEDRAS HF im, 此 时 ， 条 符 
C1)、(2)、《49) 是 等 价 的 ， 即 为 定理 2.3 的 外 微分 表示 式 、 但 应 
注意 ，K= 2 时 ， 并 不 能 从 条 人 性 CO 推 得 条 性 (3) 。 
为 了 将 场 的 空间 变化 率 表 示 为 外 微 TÉR, RNR 
GEX3 üf-fG,y,zy yt iS, F= Fx, HOHER 


a s 
量 场 ,d 为 外 微分 算 子 ; 则 df,dF AF3 AEKA PIS HEUS E NE 
B, POREDBE. MdP -0 时 ， 称 为 元 训 
qu dí 


场 ， Mid F = 0 时 , 称 下 为 无 源 场 (又 称 管 量 场 ); 当 4F -0B. 


+ 


Ha 4 


dF- OH, XR F 2j a $15. 


为 方便 起 见 ， 把 9/ 称 梯度 场 的 二 级 形式 ，v ERRES 
的 - -级 形式 ，+F 称 散 度 场 的 零 级 形式 。 但 以 后 入 说 到 梯度 
场 、 旋 度 场 、 散 度 场 指 的 都 是 它们 的 外 微分 形式 ， 

命题 1 梯度 场 与 无 旋 场 是 等 价 的 矢量 场 . 
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di 
证 明 HES, dfev/í, 破 
a 
dL) d(lf)20, 
BU 6 HE 35 W J5 RES. 
dí 
BRI. $r FARE, Mal F0, TR, AURAR, 
9-qpG.y.2). fii 
id " C 
dp- F, HI pe- F 
HAE E- iE. 
m Ebb AIA. 
d! 


—- dio > 
dk, BEX, dC VF, y} 


E) 


dp x F) -d(d F) aa 
命题 3  HEDPISDQTEAMJEGXM, scho E, ny 


一 了 rii - M 
diy- PY= vv F), 


(6,27) 
训 暴 场 的 一 级 形式 ， 庆 生 - 一 和 豚 雇 场 ， 即 
= (5 一 -和 ERN 2 Pars 
dv FPy-yxyvx F-v(y«PFy-yv?F. (6.28) 
Pi REH RJ ZIR Et, EE 2n Eie, H 
ds rx 
dV) = vf) -vif. (6.29) 


其 中 A DEBET. 


事实 上 ， 击 外 微分 算 子 da 的 性 质 ， 可 直接 排出 上 述 结果 。 
里 于 2 的 性 质 2 及 上 述 各 命题 ， 和 容易 证 明 下 死命 题 
fr A HEEN 2R Ir JE du 


dos D 
*]1/6-« 


af dt 
EK S 0 时 ， 产 条 2 级 形式 CA Ko e fRE-Vefd(Ov/)-0 
5b, PAW KG keij Us. ADI 


aliy < F) 
MOM. PULOEUEGX RESINE. 


up — 


mi d(£y* F)- 0, 


$4 电磁 场 的 外 微分 形式 


LLL WHBe1i—$389$5 t riRwigHit. 
设 关 为 电场 强 庆 ， 互 为 磺 场 强度 ， 卫 为 电位 移 ， 忆 为 磁 感 
应 强 pe? nii Bu BE. ó 未 介质 
RETR, WRR, cien. IEN 


B =H, 
D 8E, 
ó-g E. 


HTE E. ID 


E - VQ XI D. 
TE. 


(2 806 E)- cd(lVY: 0, (6.30) 


H A Muf Bn HEX, dq 
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VE -ED Siy- D — p, 


从 而 ， 


iud a 
dr dF 


d(E)-y.B - 工 p， macDy-p ， (6.3) 
HJ, EE 是 -一 有 源 场 ， [A4] Jj 


ds 
d(E)- -d(yV) = -y«QyV) « - AV, 
这 样 ， 又 得 到 泊 众 方程 ， 
AV = -—p : 
在 没有 电 蓓 ( 即 ，p = 0) 的 区 域 上 上， 则 
AV = 0, 
即 拉 普 拉 斯 方程 
对 于 静 磁 场 ， 由 全 电流 定律 和 旋 度 定义 ， 有 
yxH=ð. 
从 而 


a 


— Ne 


ACH) = UM. (6.325 


EH AARD. SEES, 


ied 


hes > = 0, (6.33) 
BUv x 五 为 无 源 场 ， 义 由 


dà 


JH -0, 
EHE X. T7 
V.H = D, Biv-B - 0. 
"178. 


这 样 取 得 到 


EN qs dS 
d(H)-y« H-0, BpdC B0, (6.34) 
BI H 73 Jc 235. 


AITHIPAS REIS. TET EE $1.1'p. DL nia ^p OE TR DJ AE 
EE 


我 们 可 以 和 将 它 rui 外 微分 形式 ， 


3 
osi ar 0. (6.35) 


E S Hu m (15, 


其 中 3; 为 马克 斯 威 引进 的 位 移 电 流 。 令 


显然 


dS... > 


d(H)-vxH - à, (6.38) 


即 保持 了 下 的 有 许 性 ， 对 静 磁场 ， 因 为 


D 
Br, =0, Hg (6.32) 六 (6.365 的 特例。 又 出 


ia & d d 


dU up x H) -d(dH)-0 


则 7x 互 是 无 源 场 。 
由 于 法 拉 第 实验 定律 可 写成 
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di t 
UU AB 
E ESI 
| . at?’ 
i E 
再 由 (6.260 4i 
di ps 
IER E) | 0 
Et z ot 
从 而 有 
E iB 
d(E)- S (6.27) 
; 


o 


Uic xe deb E Mot ERU. ADS bs 7 Qj 00 "x (0.30 
A (6.370 的 特例 ， 
£x "ph, AGEE E RM E76 da yb DXLATN oXa 


di Spe 
=% " TUE aD M 
d(H)-(6- - ) ("5 
d 
di — 
d{E)= du. (X^ 
ot 
Su dk 
dcD)-p, QAH”) 
dS 
d(B»-0, (IV "5 


事实 上 ， G-a) 是 大 本 方程 的 微分 与 积分 的 统一 形式 ， 
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Ld. 


外 国人 名 诺 名 对 赂 表 


LER Mami'ton 
HERH Laplace 


奥 斯 特 洛 阁 拉 斯 划一 一 高 斯 {简称 身高 ) Osirogradsht 


斯 托 帘 司 Stokes 
BED Gauss 

KI Cauchy 
HR Riemann 
i o Green 

iA Poisson 
Fakt Varwell 
H o ewton 

R DR D'Alembert 
I£9E —— RIR Biot 


Dü Larta 


Gauss, 
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